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Wprowadzenie 

Prezentowany zbi·r zadaŒ jest przeznaczony przede wszystkim dla os·b zamierzajŃcych 

zdawaĺ egzamin maturalny z matematyki w formule obowiŃzujŃcej od 2015 roku. Zbi·r ten 

moŨe byĺ r·wnieŨ wykorzystywany przez nauczycieli matematyki w procesie dydaktycznym 

jako materiağ uzupeğniajŃcy, poniewaŨ zawiera wiele zadaŒ w nowym stylu, o interesujŃcej, 

zmuszajŃcej do myŜlenia treŜci; takŨe takie, kt·rych nauczyciele nie znajdŃ w obecnych na 

rynku publikacjach. 

Zbi·r obejmuje 100 zadaŒ sprawdzajŃcych opanowanie kompetencji matematycznych opisa-

nych w podstawie programowej ksztağcenia og·lnego dla poziomu rozszerzonego. 

Zadania zostağy pogrupowane tematycznie, zgodnie z nastňpujŃcŃ klasyfikacjŃ: 

1. Liczby rzeczywiste i wyraŨenia algebraiczne. R·wnania i nier·wnoŜci; 

2. Funkcje;  

3. CiŃgi; 

4. Geometria (planimetria, stereometria, geometria analityczna pğaszczyzny; trygonometria); 

5. PrawdopodobieŒstwo i kombinatoryka (wraz z elementami statystyki);  

6. Rachunek r·Ũniczkowy. 

WğaŜnie na tym poziomie warto zwr·ciĺ szczeg·lnŃ uwagň na zadania dotyczŃce treŜci, kt·re 

zgodnie z nowŃ podstawŃ programowŃ nauczania matematyki pojawiğy siň w 2015 roku na 

egzaminie maturalnym po kilkuletniej przerwie (np. zastosowanie granic, pochodnych, szereg 

geometryczny, prawdopodobieŒstwo warunkowe i cağkowite). 

Zgodnie z wymaganiami maturalnymi w zbiorze znajdujŃ siň zar·wno zadania zamkniňte, 

w kt·rych tylko jedna z podanych odpowiedzi jest prawdziwa, jak i zadania otwarte, wymaga-

jŃce przedstawienia peğnego rozwiŃzania, w tym zadania na dowodzenie.  

UczeŒ samodzielnie przygotowujŃcy siň do egzaminu maturalnego, kt·ry nie bňdzie miağ po-

mysğu na rozwiŃzanie zadania, moŨe liczyĺ na pomoc w postaci wskaz·wek oraz komentarzy 

towarzyszŃcych kaŨdemu zadaniu, podpowiadajŃcych kolejne etapy rozwiŃzania i uzasadnia-

jŃcych przyjňtŃ strategiň. Do wszystkich zadaŒ zamkniňtych podano prawidğowe odpowiedzi, 

co pozwoli uczniowi sprawdziĺ poprawnoŜĺ ich rozwiŃzania. Do zadaŒ otwartych przedsta-

wiono peğne rozwiŃzania, niekiedy na kilka sposob·w. Tym samym uczeŒ bez pomocy na-

uczyciela, podŃŨajŃc za wskaz·wkami i ŜledzŃc poszczeg·lne etapy rozwiŃzania, bňdzie 

w stanie pokonaĺ zasadnicze trudnoŜci zadania lub w peğni je rozwiŃzaĺ. 

Ponadto do kaŨdego zadania podano wymagania egzaminacyjne og·lne i szczeg·ğowe 

z obecnie obowiŃzujŃcej Podstawy programowej dla III (gimnazjum) i IV (szkoğa ponadgim-

nazjalna) etapu ksztağcenia. 

Mamy nadziejň, Ũe proponowany zbi·r zadaŒ bňdzie pomocny uczniom w przygotowaniu siň 

do egzaminu maturalnego z matematyki, a nauczycielom pozwoli wzbogaciĺ proces naucza-

nia o ciekawe zadania i uğatwi im realizacjň najwaŨniejszego celu ksztağcenia matematyczne-

go: uczeŒ koŒczŃcy kolejny etap edukacyjny bňdzie znağ i rozumiağ pojňcia matematyczne, 

ale przede wszystkim bňdzie umiağ stosowaĺ wiedzň teoretycznŃ w rozwiŃzywaniu proble-

m·w, r·wnieŨ w zagadnieniach osadzonych w kontekŜcie praktycznym. 

Autorzy 
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1. Zadania 

1.1. Liczby rzeczywiste i wyraŨenia algebraiczne. 
R·wnania i nier·wnoŜci 

Zadanie 1. 

Dane jest r·wnanie kwadratowe 0322 =-++ kkxx , gdzie RkÍ . Dla jakich wartoŜci para-

metru k to r·wnanie ma dwa r·Ũne pierwiastki ujemne? 

Komentarz do zadania 

Kiedy r·wnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki? Co powiesz o znaku sumy i iloczynu pier-

wiastk·w, jeŜli sŃ one ujemne? MoŨesz skorzystaĺ ze wzor·w Vi¯te'a. RozwiŃŨ otrzymane 

nier·wnoŜci. Wyznacz czňŜĺ wsp·lnŃ zbior·w rozwiŃzaŒ. 

Przykğadowe rozwiŃzanie 

Niech liczby 
1x  i 

2x  bňdŃ rozwiŃzaniami r·wnania kwadratowego 0322 =-++ kkxx .  

Ustalimy, dla jakich wartoŜci parametru k r·wnanie ma dwa rozwiŃzania, kt·re sŃ liczbami 

ujemnymi. 

R·wnanie kwadratowe ma dwa rozwiŃzania, gdy ( ) 03242 >-- kk . 

( ) 03242 >-- kk , 

01282 >+-kk , 

2
2

48
1 =

-
=k ,    

2

8 4
6

2
k

+
= =, 

( ) ( )¤Ç¤-Í ;62;k . 

Wyznaczymy teraz, dla jakich wartoŜci k rozwiŃzania r·wnania 1x  i 
2x  sŃ ujemne. 

Wiemy, Ũe
1x  i 

2x  bňdŃ ujemne, gdy  

í
ì
ë

<+

>Ö

0

0

21

21

xx

xx

 

KorzystajŃc ze wzor·w Vi¯te'a, mamy 

í
ì
ë

<-

>-

0

032

k

k
 

Tak wiňc 
2

1
1>k  i 0>k . 

Z powyŨszego mamy ö
÷

õ
æ
ç

å
¤Í ;

2

1
1k . 

RozwaŨane r·wnanie kwadratowe ma dwa rozwiŃzania ujemne dla k speğniajŃcych nastňpujŃ-

ce warunki: 
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( ) ( )¤Ç¤-Í ;62;k     i    ö
÷

õ
æ
ç

å
¤Í ;

2

1
1k . 

Tak wiňc r·wnanie ma dwa r·Ũne rozwiŃzania ujemne dla 

( )¤Çö
÷

õ
æ
ç

å
Í ;62;

2

1
1k . 

Zadanie 2. 

Reszta z dzielenia wielomianu )(xW  przez 2-x  jest r·wna 2. Oblicz resztň z dzielenia wie-

lomianu )1( -xW  przez 3-x . 

Komentarz do zadania 

Nazwa zmiennej nie ma znaczenia; moŨesz myŜleĺ o dzieleniu )(tW  przez 2-t  zamiast 

)(xW  przez 2-x . Co otrzymasz, podstawiajŃc teraz 1-x  zamiast t?  

JeŜli jeszcze tego nie widzisz, przeŜledŦ krok po kroku nastňpujŃce rozumowanie: Gdy dzielisz 

np. liczbň 17 przez 5, to otrzymujesz iloraz 3 i resztň 2. MoŨesz wiňc napisaĺ, Ũe 25317 +Ö= . 

Podobne zasady dotyczŃ dzielenia wielomian·w. Zapisz wielomian W w postaci sumy iloczy-

nu dzielnika 2-x  przez iloraz oraz reszty. Nie musisz znaĺ otrzymanego ilorazu ð zamiast 

tego napisz np. )(xP . W zadaniu jest mowa o wartoŜci wielomianu W dla argumentu 1-x , 

pozostaje wiňc w miejsce zmiennej, w zapisanej wczeŜniej sumie, wstawiĺ 1-x . 

Przykğadowe rozwiŃzanie 

ZauwaŨmy, Ũe istnieje taki wielomian )(xP , Ũe 2)()2()( +Ö-= xPxxW . 

Ale w·wczas [ ] 2)1(2)1()1( +-Ö--=- xPxxW , czyli ( ) 2)1(3)1( +-Ö-=- xPxxW . 

StŃd widaĺ, Ũe szukana reszta jest r·wna 2.  

Zadanie 3.  

Udowodnij, Ũe dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y takich, Ũe yx ¸ , prawdziwa jest nie-

r·wnoŜĺ 
( )( )
( )( ) 3

1
33

33

>
-+

+-

yxyx

yxyx
. 

Komentarz do zadania 

Skorzystaj ze wzor·w skr·conego mnoŨenia na sumň szeŜcian·w i na r·Ũnicň szeŜcian·w 

i skr·ĺ uğamek wystňpujŃcy po lewej stronie dowodzonej nier·wnoŜci.  

Przeksztağĺ teraz otrzymanŃ nier·wnoŜĺ tak, Ũeby otrzymaĺ nier·wnoŜĺ kwadratowŃ.  

Skorzystaj na koniec ze wzoru na kwadrat r·Ũnicy i wyciŃgnij odpowiedni wniosek. 

W kt·rym miejscu wykorzystasz informacjň, Ũe liczby x i y sŃ r·Ũne? 
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Zadanie 4. 

Wyznacz wszystkie wartoŜci parametru m, dla kt·rych pierwiastkami r·wnania 

( )( ) 01 222 =-- mxx  sŃ cztery kolejne wyrazy ciŃgu arytmetycznego. 

Komentarz do zadania 

Czy dla 0=m  warunki zadania byğyby speğnione? Ile w·wczas mielibyŜmy rozwiŃzaŒ? 

ZauwaŨ, Ũe rozwiŃzaniami kaŨdego z r·wnaŒ 012 =-x  oraz 022 =-mx  sŃ pary liczb prze-

ciwnych. Jakie to liczby? Jakie moŨe byĺ wzajemne poğoŨenie tych liczb na osi liczbowej? 

Dlaczego nie jest moŨliwe wzajemne poğoŨenie opisane nier·wnoŜciami 11 <<-<- mm ? 

Jak moŨesz skorzystaĺ z definicji ciŃgu arytmetycznego dla ciŃgu ( )mm ,1,1,- , a jak dla ciŃ-

gu ( )1,,,1 mm-- ?  

ZauwaŨ, Ũe jeŜli rozwiŃzaniem zadania bňdzie liczba m, to bňdzie niŃ takŨe liczba m- , bo-

wiem w r·wnaniu mamy wyraŨenie 2m , a ( )22 mm -= . 

Zadanie 5. 

Liczba 6log9log 24 +  jest r·wna  

A. 18log2  B. 27log2  C. 27log4  D. 108log4  

Zadanie 6. 

WykaŨ, Ũe 12log9log5log 543 =ÖÖ .  

Zadanie 7. 

Liczba () 7log7 22  jest r·wna 

A. 17  B. 27  C. 77  D. 147  

Zadanie 8. 

Iloczyn trzech kolejnych liczb cağkowitych jest 6 razy wiňkszy od kwadratu najmniejszej 

z tych liczb powiňkszonego o 1. Wyznacz te liczby. 

Zadanie 9. 

Liczby rzeczywiste a, b, c sŃ pierwiastkami wielomianu 123 +- xx . Oblicz, ile jest r·wne 
222 cba ++ . 

Zadanie 10. 

Wyznacz wszystkie wartoŜci parametru k, dla kt·rych r·wnanie ( ) kkxxk --=- 2312  ma 

rozwiŃzanie w zbiorze liczb rzeczywistych. 
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Zadanie 11. 

R·wnanie 543 =-+x   

A. nie ma rozwiŃzaŒ rzeczywistych. 

B. ma dokğadnie dwa rozwiŃzania rzeczywiste. 

C. ma dokğadnie trzy rozwiŃzania rzeczywiste. 

D. ma dokğadnie cztery rozwiŃzania rzeczywiste.  

Zadanie 12. 

RozwiŃŨ r·wnanie 211 -=-- xx . 

Zadanie 13. 

RozwiŃŨ nier·wnoŜĺ xxx ²--22 . 

Zadanie 14. 

Uzasadnij, Ũe dla kaŨdej liczby rzeczywistej x  prawdziwa jest nier·wnoŜĺ 725 ²-++ xx . 

Zadanie 15. 

RozwiŃzaniami nier·wnoŜci 242 -<- xx  sŃ wszystkie liczby ze zbioru  

A.( )2,2-  

B.( )1,3 --  

C. ( ) ( )¤+Ç-¤- ,22,  

D. ( ) ( ), 3 1,-¤ - Ç - +¤ 

Zadanie 16. 

R·wnanie kwadratowe 0345 2 =-+ xx  ma dwa rozwiŃzania rzeczywiste: 1x  oraz 
2x . War-

toŜĺ wyraŨenia 
21

21

xx

xx

+
 jest r·wna 

A. 
4

5
-  B. 

3

4
  C.

5

3
-  D. 

5

4
 

Zadanie 17. 

R·wnanie kwadratowe 02 =++ cbxax , gdzie 0̧c , ma dwa r·Ũne pierwiastki, kt·rych suma 

jest r·wna ich podwojonemu iloczynowi. Wynika stŃd, Ũe  

A. cb 2=  B. bc 2=  C. cb 2-=  D. cb -=2   
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Zadanie 18. 

OkreŜl liczbň rozwiŃzaŒ r·wnania 0212 =--+ mmxmx , gdzie 2,2-Íx , w zaleŨnoŜci od 

wartoŜci parametru RmÍ . 

Zadanie 19. 

Funkcja f , kt·rej dziedzinŃ jest zbi·r wszystkich liczb rzeczywistych, okreŜlona jest wzorem 

12)1()( 2 +---= mxxmxf . Wyznacz wszystkie wartoŜci parametru m , dla kt·rych wykres 

funkcji f  przecina siň z prostŃ o r·wnaniu 1+-= xy  w dw·ch punktach, kt·rych pierwsze 

wsp·ğrzňdne majŃ przeciwne znaki. 

Zadanie 20. 

Tr·jmian cbxx ++2  ma dwa r·Ũne pierwiastki cağkowite, oba r·Ũne od zera, a suma jego 

wsp·ğczynnik·w cb++1  jest liczbŃ pierwszŃ. WskaŨ przykğad tr·jmianu speğniajŃcego wa-

runki zadania. Uzasadnij, Ũe jednym z pierwiastk·w tego tr·jmianu jest liczba 2. 

Zadanie 21. 

Udowodnij, Ũe dla kaŨdej liczby rzeczywistej x  i kaŨdej liczby rzeczywistej m  prawdziwa 

jest nier·wnoŜĺ 18612248 22 -+²+- mxmmxx . 

Zadanie 22. 

Wielomian f jest dany wzorem axxxxxf -+-+= 32)( 234 . Reszta z dzielenia wielomianu f 

przez dwumian 2-x  jest r·wna 3, gdy a jest r·wne 

A. 12 B. 17 C. 19 D. 22  

Zadanie 23. 

Dla pewnej wartoŜci parametru m reszta z dzielenia wielomianu 

mxxxxxW ++++= 2468 2468)(  przez 2-x  jest r·wna 2014. Reszta z dzielenia wielomia-

nu W przez 42 +x  jest r·wna  

A. 2014-  B. 1007-  C. 2014 D. 4028 

Zadanie 24. 

Wielomian 14)( 235 +++= bxaxxxW  jest podzielny przez dwumian 12 +x , a reszta 

z dzielenia tego wielomianu przez dwumian 2-x  jest r·wna 105. Wyznacz pierwiastki wie-

lomianu W . 

Zadanie 25. 

RozwiŃŨ r·wnanie ( ) 2223 3+=+ xx . 

Wskaz·wka: moŨesz skorzystaĺ ze wzoru ( )( )2233 babababa +-+=+ . 
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Zadanie 26.  

RozwiŃŨ r·wnanie ( )( ) 01233 22 =++-- xxxx .  

Zadanie 27. 

Na rysunku poniŨej przedstawiono fragment wykresu funkcji liniowej 22)( +-= xxf  oraz 

fragment wykresu wielomianu 7486)( 234 -++-= xxxxxw . RozwiŃŨ nier·wnoŜĺ 

)()( xfxw ² . 

  

Zadanie 28. 

Na rysunku obok przedstawiono fragment wykresu wielomianu 

864
2

3

2

1
)( 234 +--+= xxxxxW . Wielomian W  jest podzielny przez 

dwumian 2
2

1
+x . RozwiŃŨ nier·wnoŜĺ 0)2( ²+xW . 

 

 

 

Zadanie 29.  

Dane sŃ funkcje 3)( kkf =  oraz () () ( )22 --Ö= kfkfkg , gdzie RkÍ . Wyznacz wartoŜci k, 

dla kt·rych 80)( =kg . 

Zadanie 30. 

Funkcja kwadratowa 6)( 2 -+= bxaxxf  osiŃga najmniejszŃ wartoŜĺ r·wnŃ 22-  dla argu-

mentu 4 . Liczba 3-  jest jednym z rozwiŃzaŒ r·wnania 0623 =-++ bxaxx . Wyznacz pozo-

stağe rozwiŃzania tego r·wnania.  
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1.2. Funkcje 

Zadanie 31. 

Funkcja kwadratowa 3)1()( 2 ++-+-= mxmxxf  osiŃga wartoŜĺ najwiňkszŃ dla tego same-

go argumentu, dla kt·rego wartoŜĺ najmniejszŃ osiŃga funkcja kwadratowa 

mxmxmxg 4)22()1()( 2 --++-= . Uzasadnij, Ũe dla dowolnej wartoŜci argumentu praw-

dziwa jest nier·wnoŜĺ )()( xgxf ¢ . 

Komentarz do zadania 

Dla jakiej wartoŜci argumentu funkcja kwadratowa osiŃga wartoŜĺ najmniejszŃ (najwiňkszŃ)? 

Wyznacz te wartoŜci dla kaŨdej z funkcji i przyr·wnaj do siebie otrzymane wyraŨenia. 

SprawdŦ, czy dla kaŨdej z otrzymanych wartoŜci parametru speğnione sŃ warunki zadania. 

UwzglňdniajŃc wyznaczone m, napisz wzory obu funkcji w postaci kanonicznej lub rozwiŃŨ 

odpowiedniŃ nier·wnoŜĺ.  

Przykğadowe rozwiŃzanie 

Niech punkt ( )fff yxW ,=  bňdzie wierzchoğkiem paraboli, kt·ra jest wykresem funkcji kwa-

dratowej f. Wtedy 
2

1 m
x f

-
= . 

Analogicznie, niech punkt ( )ggg yxW ,=  bňdzie wierzchoğkiem paraboli, kt·ra jest wykresem 

funkcji kwadratowej g. Wtedy 
( ) 1

1

12

)1(2

+

-
=

+

-
=

m

m

m

m
xg . OczywiŜcie, poniewaŨ funkcja g jest 

kwadratowa, musi zachodziĺ warunek 1-̧m . 

Z warunk·w zadania wynika, Ũe 
fg xx = , zatem 

1

1

2

1

+

-
=

-

m

mm
.  

Ostatnie r·wnanie moŨna zapisaĺ w postaci r·wnowaŨnej )1(21 2 -=- mm , czyli  

0)3)(1( =+- mm . 

Jego rozwiŃzaniami sŃ liczby 1 oraz 3- . 

ZauwaŨmy, Ũe dla 1=m  funkcja g byğaby okreŜlona wzorem 42)( 2--= xxg , tym samym 

nie miağaby wartoŜci najmniejszej. 

Z kolei dla 3-=m  otrzymujemy: 

xxxf 4)( 2+-= , 

1282)( 2 +-= xxxg . 

ZapisujŃc otrzymane tr·jmiany w postaci kanonicznej, otrzymujemy:  

( ) 42)(
2
+--= xxf , 

( ) 422)(
2
+-= xxg . 

StŃd )()( xgxf ¢  dla kaŨdej wartoŜci x . 

Uwaga: OczywiŜcie ( ) 023)()(
2
²-Ö=- xxfxg , co oznacza, Ũe )()( xfxg ² . 
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Zadanie 32. 

Funkcja f , kt·rej dziedzinŃ jest zbi·r wszystkich liczb rzeczywistych, jest okreŜlona wzorem 

)3sin(2)( xxf -= . Na kt·rym rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji f ? 

 

A.        B.  

 

 

 

 

 

 

 

 

C.        D.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Komentarz do zadania 

ZauwaŨ, Ũe zbiorem wartoŜci funkcji f  jest przedziağ 2;2- . Kt·re z przedstawionych 

fragment·w wykres·w funkcji moŨesz odrzuciĺ? Nastňpnie sprawdŦ, jakie wartoŜci (dodatnie 

czy ujemne) funkcja f  przyjmuje w otoczeniu zera.  

MoŨesz teŨ obliczyĺ wartoŜĺ 2
2

3
sin2

2
=ö
÷

õ
æ
ç

å
-=ö

÷

õ
æ
ç

å pp
f . Na kt·rym rysunku przedstawiono 

fragment wykresu funkcji speğniajŃcej ten warunek? 

Poprawna odpowiedŦ 

C 

Zadanie 33. 

Wyznacz, w zaleŨnoŜci od cağkowitych wartoŜci parametru 0>a , liczbň r·Ũnych rozwiŃzaŒ 

r·wnania ( ) 1sin =axp  w przedziale 
a

1
,0 . 

Komentarz do zadania 

Najpierw musisz ustaliĺ, dla jakich wartoŜci argumentu a prawdziwe jest r·wnanie 

sin 1.a=  Pamiňtaj o okresowoŜci funkcji sinus ð musisz zapisaĺ cağa seriň rozwiŃzaŒ, 

z uwzglňdnieniem krotnoŜci okresu, czyli wyraŨenia pk2 , gdzie k jest dowolnŃ liczbŃ cağ-

kowitŃ.  
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Teraz podstaw w miejsce a argument r·wnania, kt·re chcesz rozwiŃzaĺ, czyli axp , a na-

stňpnie, odpowiednio dzielŃc, wyznacz zmiennŃ x.  

SprawdŦ, Ũe dla 0=k  otrzymana wartoŜĺ zmiennej x leŨy w przedziale 
a

1
,0 . 

ZauwaŨ, Ũe dla 0<k  otrzymana wartoŜĺ zmiennej x jest ujemna, czyli nie moŨe naleŨeĺ do 

przedziağu 
a

1
,0 . Podobnie dla 0>k nie sŃ speğnione warunki zadania. 

Zadanie 34. 

Wyznacz najmniejszŃ dodatniŃ liczbň x  speğniajŃcŃ warunki: 03sinsin =+ xx  oraz 

2

1

2

1
cos <x . 

Komentarz do zadania 

KorzystajŃc ze wzoru na sumň sinus·w, rozwiŃŨ podane r·wnanie (otrzymasz dwa prostsze 

r·wnania). WŜr·d otrzymanych rozwiŃzaŒ poszukaj najmniejszej liczby dodatniej. SprawdŦ, 

czy speğnia ona podanŃ nier·wnoŜĺ. JeŜli nie, zr·b to samo z nastňpnym dodatnim rozwiŃza-

niem r·wnania. CzynnoŜĺ tň powtarzaj tak dğugo, aŨ trafisz na liczbň, kt·ra speğnia r·wnieŨ 

podanŃ nier·wnoŜĺ.  

MoŨesz teŨ rozwiŃzaĺ danŃ nier·wnoŜĺ i sprawdziĺ, jaka najmniejsza liczba dodatnia speğnia-

jŃca r·wnanie naleŨy do zbioru rozwiŃzaŒ nier·wnoŜci. 

 

Zadanie 35. 

Dla danej funkcji kwadratowej f okre-

Ŝlono funkcje g i h wzorami: 

)()( xfkxg Ö=  oraz )()( kxfxh = , 

gdzie 0̧k . Wyznacz wz·r funkcji 

)(xf , majŃc dane wykresy funkcji 

g i h. 

 

 

 

 

Zadanie 36. 

WykaŨ, Ũe 

¯-

¯+
=
¯Ȫ-̄

¯Ȫ+

2tg1

2tg1

2sin88cos2cos

2cos88cos21
2

. 

OX

OY

-4 -2 3 6

-6

-12

g

h
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Zadanie 37. 

Na kt·rym z poniŨszych rysunk·w jest przedstawiony fragment wykresu funkcji f okreŜlonej 

dla kaŨdej liczby rzeczywistej x wzorem () ö
÷

õ
æ
ç

å
= xxf

3

2
sin  ? 

A.

 
-2

-1

1

2

x

y

0  p -p

 

B.

 
-2

-1

1

2

x

y

0  p -p

 
C.

 
-2

-1

1

2

x

y

0  p -p

 

D. 

-2

-1

1

2

x

y

0  p -p

 

Zadanie 38. 

Dane sŃ liczby: ö
÷

õ
æ
ç

å
Ö= p

3

1
32sina , ö

÷

õ
æ
ç

å
Ö= p

3

1
32cosb , ö

÷

õ
æ
ç

å
Ö= p

3

1
32tgc . W·wczas  

A. a b<  B. a b=  C. b c<  D. b c=  

Zadanie 39. 

Dana jest funkcja xxf cos)( =  oraz funkcja ö
÷

õ
æ
ç

å
= xfxg

2

1
)( . RozwiŃŨ graficznie i algebraicz-

nie r·wnanie )()( xgxf = . 
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Zadanie 40. 

RozwiŃŨ r·wnanie 01cossin22sin =+++ xxx , dla pp,-Íx . 

Zadanie 41. 

Wyznacz wszystkie wartoŜci parametru pa 2;0Í , dla kt·rych r·wnanie 

( )( ) 012sin2 =-- xx a  ma trzy rozwiŃzania. 

Zadanie 42. 

RozwiŃŨ nier·wnoŜĺ xx cos2cos < .  

Zadanie 43. 

Wyznacz wszystkie wartoŜci parametru a, dla kt·rych r·wnanie ( )( ) 0sincos 2 =-Ö+ axax  ma 

w przedziale p2,0  dokğadnie trzy r·Ũne rozwiŃzania. 

1.3. CiŃgi 

Zadanie 44. 

Funkcja f , kt·rej dziedzinŃ jest zbi·r ( )1,+¤, jest okreŜlona wzorem 

...
111

1)(
32
+

+
+

+
+

+
++=

x

x

x

x

x

x
xxf . 

Wyznacz wszystkie argumenty, dla kt·rych funkcja f  przyjmuje wartoŜĺ 6 . 

Komentarz do zadania 

WyraŨenie ...
111

1
32
+

+
+

+
+

+
++

x

x

x

x

x

x
x  w podanym przedziale jest szeregiem geometrycz-

nym zbieŨnym. Skorzystaj z odpowiedniego wzoru, by zapisaĺ jego sumň. Dla jakich x  jest 

ona r·wna 6? Nie zapomnij sprawdziĺ, czy otrzymane liczby naleŨŃ do dziedziny. 

Przykğadowe rozwiŃzanie 

Dla ( )+¤Í ;1x  wyraŨenie ...
111

1
32
+

+
+

+
+

+
++

x

x

x

x

x

x
x  jest szeregiem geometrycznym 

o ilorazie 
x

q
1
=  takim, Ũe 1<q , zatem 

11
1

1
...

111
1

2

32 -

+
=

-

+
=+

+
+

+
+

+
++

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x
x . 

Z tego wynika, Ũe 
1

)(
2

-

+
=

x

xx
xf  dla ( )¤+Í ;1x .  
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Wyznaczamy argumenty, dla kt·rych funkcja f  przyjmuje wartoŜĺ 6 : 

2

2

2

6,
1

6 6,

5 6 0,

2 lub 3.

x x

x

x x x

x x

x x

+
=

-

+ = -

- + =

= =

 

Argumenty 2=x  oraz 3=x  naleŨŃ do ( )+¤;1 . 

Funkcja f  przyjmuje wartoŜĺ 6 dla argument·w 2 i 3. 

Zadanie 45. 

CiŃg geometryczny ()na  speğnia nastňpujŃce r·wnanie rekurencyjne: ,71=a  

nnn aaa
3

1

6

1
12 += ++ , dla ,...}3,2,1{Ín . Wyznacz sumň wszystkich wyraz·w ciŃgu ()na . 

Komentarz do zadania 

Dany ciŃg ( )na  jest ciŃgiem geometrycznym. Napisz wz·r og·lny na n-ty wyraz tego ciŃgu 

geometrycznego, zastosuj odpowiednio tň zaleŨnoŜĺ w r·wnaniu rekurencyjnym i przeksztağĺ 

to r·wnanie do najprostszej postaci (czy iloraz q moŨe byĺ r·wny 0?). RozwiŃŨ r·wnanie 

i wyznacz q. PamiňtajŃc o sprawdzeniu warunku zbieŨnoŜci szeregu geometrycznego, oblicz 

sumň wszystkich wyraz·w ciŃgu (dla obu przypadk·w). 

Zadanie 46. 

CiŃgi ()na  i ()nb  sŃ dane nastňpujŃcymi wzorami: 
1

2

+
=

n

n
an , 

nn
bn

24

3
2+

=  dla kaŨdej do-

datniej liczby cağkowitej n. Oblicz granicň ciŃgu ()nc  takiego, Ũe 
nnn bac Ö=  dla kaŨdej do-

datniej liczby cağkowitej n. 

Komentarz do zadania 

ZauwaŨ, Ũe ciŃg ( )na  nie ma skoŒczonej granicy (a ciŃg()nb  jest zbieŨny do 0), nie moŨemy 

wiňc zastosowaĺ twierdzenia o granicy iloczynu. ZnajdŦ og·lnŃ postaĺ wyraz·w ciŃgu ()nc  

i podziel licznik i mianownik przez odpowiedniŃ potňgň n. 

Zadanie 47. 

Oblicz granicň öö
÷

õ
ææ
ç

å

+

+
-

+

+

¤­ 21

7

2

3
lim

2

2

3

n

nn

n

nn

n

. 

Zadanie 48. 

Oblicz granicň öö
÷

õ
ææ
ç

å

+
-

+

-

¤­ 31
lim

2

2

23

n

n

n

nn

n

. 
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Zadanie 49. 

Pierwszy wyraz 
1a  nieskoŒczonego ciŃgu geometrycznego ()na  jest r·wny 2 , natomiast 

suma pierwszych trzech jego wyraz·w jest r·wna 2
4

7
. Szereg nieskoŒczony 

...321 +++ aaa  jest zbieŨny. Oblicz jego sumň. 

Zadanie 50. 

Dany jest nieskoŒczony ciŃg szeŜcian·w. KrawňdŦ pierwszego z nich jest r·wna 
1x . KrawňdŦ 

drugiego z tych szeŜcian·w ma dğugoŜĺ 
2x  r·wnŃ r·Ũnicy dğugoŜci przekŃtnej pierwszego 

szeŜcianu i przekŃtnej Ŝciany pierwszego szeŜcianu. Analogicznie trzeci szeŜcian ma krawňdŦ 

3x  o dğugoŜci r·wnej r·Ũnicy dğugoŜci przekŃtnej drugiego szeŜcianu i przekŃtnej Ŝciany dru-

giego szeŜcianu, itd. Oblicz sumň ...321 +++ xxx  . 

1.4. Geometria 

Zadanie 51.  

Tr·jkŃt o boku a i kŃcie ostrym a, leŨŃcym naprzeciw tego boku, jest wpisany w okrŃg 
o promieniu R, zaŜ tr·jkŃt o boku 1+a  i kŃcie ostrym a, leŨŃcym naprzeciw tego boku, jest 

wpisany w okrŃg o promieniu 1+R .Wyznacz miarň kŃta a. 

Komentarz do zadania 

Skorzystaj z twierdzenia sinus·w dla kaŨdego z dw·ch opisanych tr·jkŃt·w i zapisz dwie 

r·wnoŜci, kt·re wiŃŨŃ a, R oraz sinus kŃta a. Wyznacz np. z jednej z nich zmiennŃ a i pod-

staw do drugiej zaleŨnoŜci. Pozwoli ci to obliczyĺ wartoŜĺ funkcji sinus. 

Przykğadowe rozwiŃzanie 

Z twierdzenia sinus·w mamy odpowiednio: 

 
R

a
2

sin
=

a
, (1) 

 ( )12
sin

1
+=

+
R

a

a
. (2) 

Z r·wnania (1) otrzymujemy, Ũe asin2Ra= . Po podstawieniu do (2) i r·wnowaŨnym prze-

ksztağceniu otrzymujemy: 

( )12
sin

1sin2
+=

+
R

R

a

a
, 

22
sin

1
2 +=+ RR

a
, 

2
sin

1
=

a
, 

2

1
sin =a . 

Zatem ¯=30a . 
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Zadanie 52.  

Tr·jkŃt r·wnoramienny ABC jest wpisany w okrŃg o r·wnaniu ( ) ( ) 535
22
=++- yx . Pod-

stawŃ tr·jkŃta ABC jest odcinek AB  zawarty w prostej o r·wnaniu 07=--yx . Oblicz 

pole tr·jkŃta ABC. RozwaŨ wszystkie przypadki. 

Komentarz do zadania 

Z podanego w zadaniu r·wnania okrňgu odczytaj promieŒ R  oraz Ŝrodek S  tego okrňgu. 

AnalizujŃc treŜĺ zadania, moŨesz wykonaĺ odpowiedni rysunek. Czy bňdzie tylko jeden tr·j-

kŃt speğniajŃcy warunki zadania? 

Oblicz odlegğoŜĺ d  Ŝrodka S  od podanej prostej. Na rysunku znajdŦ tr·jkŃt prostokŃtny, kt·-

rego bokami bňdŃ: wyznaczona odlegğoŜĺ d, promieŒ okrňgu R  i poğowa odcinka AB  (sta-

nowi on podstawň tr·jkŃta ABC). Oblicz dğugoŜĺ odcinka AB . 

Do obliczenia pola tr·jkŃta ABC potrzebna jest jeszcze jego wysokoŜĺ. MoŨesz jŃ obliczyĺ, 

wykorzystujŃc d  i R .  

Przykğadowe rozwiŃzanie 

środkiem okrňgu ( ) ( ) 535
22
=++- yx  jest punkt ( )3,5-=S , natomiast promieŒ 5=R . 

W okrŃg moŨna wpisaĺ dwa tr·jkŃty r·wnoramienne 
1ABC  i 

2ABC , kt·rych podstawŃ jest 

odcinek AB  (zobacz rysunek). 

 

Obliczamy odlegğoŜĺ d  Ŝrodka S  od prostej o r·wnaniu 07=--yx : 

2

1

11

735
=

+

-+
=d . 

Oznaczmy przez ABa
2

1
=  (zobacz rysunek obok). 

Z twierdzenia Pitagorasa moŨemy zapisaĺ: 

222 Rda =+ . 

Zatem 
2

23

2

3

2

1
5 ==-=a , czyli 23=AB . 
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Uwaga 

DğugoŜĺ odcinka AB  moŨemy teŨ obliczyĺ, wyznaczajŃc najpierw wsp·ğrzňdne punkt·w 

przeciňcia danej prostej i okrňgu. Wystarczy rozwiŃzaĺ ukğad r·wnaŒ: 

( ) ( )

í
ì
ë

-=

=++-

7

535
22

xy

yx
 

WysokoŜĺ tr·jkŃta 
1ABC  poprowadzona z wierzchoğka 

1C  jest r·wna  

2

1
51 -=-= dRh . 

WysokoŜĺ tr·jkŃta 
2ABC  poprowadzona z wierzchoğka 

2C  jest r·wna 

2

1
52 +=+= dRh . 

Z tego wynika, Ũe pole tr·jkŃta 1ABC : 

2

3103

2

23
2

1
5

1

-
=

Öö
÷

õ
æ
ç

å
-

=P  

oraz pole tr·jkŃta 
2ABC : 

2

3103

2

23
2

1
5

2

+
=

Öö
÷

õ
æ
ç

å
+

=P . 

Zadanie 53.  

Dany jest tr·jkŃt ABC o polu r·wnym P. Odcinki IJ i GH, kt·rych koŒce leŨŃ na bokach tr·j-

kŃta, sŃ r·wnolegğe do boku AB i przecinajŃ wysokoŜĺ CD w punktach E i F takich, Ũe 

CDDFCE Ö==
4

1
 (zobacz rysunek). 

 

Pole trapezu GHJI jest r·wne  

A. 
1

2
P  B. 

9

16
P  C. 

2

3
P  D. 

3

4
P  

A B 

C 

D 

F 

E 

G H 

I J 
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Zadanie 56.  

W tr·jkŃcie ABC sŃ dane 8=AB , 6=BC  oraz 
5

sin
3

ABC= . Oblicz stosunek promie-

nia okrňgu opisanego na tr·jkŃcie ABC do promienia okrňgu wpisanego w ten tr·jkŃt. 

Zadanie 57. 

Rysunek przedstawia trapez r·wnoramienny ABCD opisany na okrňgu o Ŝrodku S i promieniu 

2

91
=r . Dolna podstawa trapezu jest o 6 dğuŨsza od g·rnej podstawy. 

  

 

Oblicz obw·d trapezu ABCD. 

Zadanie 58.  

CzworokŃt ABCD wpisany w okrŃg S speğnia nastňpujŃce warunki: DCBD = , 4=AB , 

6=AC , 5=AD . Oblicz dğugoŜĺ promienia okrňgu S. 

  

A 

B C 

D 
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Zadanie 62.  

Na boku AB tr·jkŃta ABC obrano punkty D i E takie, Ũe ABEBAD
4

1
==  (zobacz rysu-

nek). 

 

Udowodnij, Ũe 

2222
22 CDBCCEAC +=+ . 

Zadanie 63. 

OkrŃg 
1o  jest opisany na czworokŃcie ABCD, natomiast 

2o  jest opisany na czworokŃcie 

AFEC (zobacz rysunek). Punkty A, B, E sŃ wsp·ğliniowe i zachodzi r·wnoŜĺ 

BFE CDB= . Udowodnij, Ũe punkty F, B, C sŃ wsp·ğliniowe. 

 

Zadanie 64.  

Zbadaj, czy punkt ( )1,3-  leŨy na prostej przechodzŃcej przez punkt ( )3,1  prostopadğej do pro-

stej o r·wnaniu 0
2

1

2

1
=+-yx . 

Zadanie 65.  

Narysuj w ukğadzie wsp·ğrzňdnych nastňpujŃce zbiory: ( ) ( ) 2511
22
¢+++ yx  oraz 

7

5
2

7

1
+² xy  i oblicz pole figury F, kt·ra jest czňŜciŃ wsp·lnŃ narysowanych zbior·w. 

A 

B 

C 

D 

E 

F 

A B 

C 

D E 
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Zadanie 66.  

Okrňgi 
1o  i 

2o  sŃ dane, odpowiednio, r·wnaniami 122 =+yx  oraz ( ) ( ) 536
22
=-+- yx . 

środki tych okrňg·w poğŃczono odcinkiem, kt·ry przecina okrŃg 
1o  w punkcie A oraz okrŃg 

2o  w punkcie B. Wyznacz wsp·ğrzňdne Ŝrodka odcinka AB. 

Zadanie 67.  

Dany jest okrŃg o r·wnaniu ( ) ( ) 935
22
=-+- yx . Wyznacz r·wnania stycznych do danego 

okrňgu przechodzŃcych przez poczŃtek ukğadu wsp·ğrzňdnych.  

Zadanie 68.  

Dany jest okrŃg 
1O  o r·wnaniu ( ) 363 22

=+- yx  oraz okrŃg 
2O  o r·wnaniu 

( ) 222 mmyx =-+ . Dla jakich wartoŜci parametru m  okrňgi 
1O  i 

2O  majŃ dokğadnie jeden 

punkt wsp·lny? Dla znalezionych wartoŜci parametru m wyznacz r·wnanie prostej przecho-

dzŃcej przez Ŝrodki tych okrňg·w. 

Zadanie 69.  

Dany jest punkt ( )0,0=A . Punkt B, r·Ũny od punktu A, naleŨy do okrňgu o r·wnaniu 

( ) 42 22
=+- yx . WykaŨ, Ũe Ŝrodek odcinka AB naleŨy do okrňgu o r·wnaniu 

( )
2 21 1.x y- + = 

Zadanie 70. 

Na rysunku jest przedstawiony tr·jkŃt prostokŃtny ABC, kt·rego wierzchoğkami sŃ punkty 

( )0,0=A , ( )0,4=B  i ( )4,4=C , oraz okrŃg o Ŝrodku C, kt·ry dzieli tr·jkŃt na dwie figury 

o r·wnych polach.  
 

x

y

0
B A

C
4

4
 

 

Wyznacz r·wnanie tego okrňgu.  
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Zadanie 71. 

Dany jest tr·jkŃt prostokŃtny KLM o kŃcie prostym przy wierzchoğku K, ograniczony prosty-

mi KL: 0532 =++ yx , LM: 0247 =-+ yx  oraz prostŃ KM. Wyznacz r·wnanie prostej KM, 

wiedzŃc, Ũe pole tr·jkŃta KLM jest r·wne 13. 

Zadanie 72.  

Dwa boki tr·jkŃta o polu r·wnym 20 zawierajŃ siň w prostych prostopadğych k: 

04 =-+ abyax  oraz l: 048)12( =+--- bayxb . Trzeci bok tego tr·jkŃta zawiera siň w osi 

Oy. Wyznacz wszystkie dodatnie wartoŜci parametr·w a i b, dla kt·rych speğnione sŃ warunki 

zadania.  

Zadanie 73.  

WykaŨ, Ũe jeŜli prosta o r·wnaniu lkxy +=  jest styczna do okrňgu o r·wnaniu 

( ) ( ) 222
mlykx =-+- , gdzie Rlk Í,  oraz 0>m , to 

2

2

4

1
m

k

k
=

+
. 

Zadanie 74.  

KrawňdŦ podstawy graniastosğupa prawidğowego tr·jkŃtnego 

ABCDEF (zobacz rysunek obok) jest r·wna 6. Punkt K dzieli 

krawňdŦ bocznŃ CF w stosunku 2:3. Pole przekroju tego grania-

stosğupa pğaszczyznŃ przechodzŃcŃ przez krawňdŦ podstawy AB 

i punkt K jest r·wne 315 . Oblicz objňtoŜĺ tego graniastosğu-

pa. 

 

 

Zadanie 75.  

Dany jest graniastosğup prawidğowy szeŜciokŃtny o krawňdzi podstawy r·wnej 4. Graniasto-

sğup przeciňto pğaszczyznŃ jak na rysunku. Otrzymano w ten spos·b przekr·j o polu r·wnym 

248 . Oblicz objňtoŜĺ danego graniastosğupa. 
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Zadanie 76.  

Dany jest graniastosğup prawidğowy tr·jkŃtny ABCDEF, w kt·rym kaŨda krawňdŦ ma tň samŃ 

dğugoŜĺ r·wnŃ a (zobacz rysunek).  

 

WykaŨ, Ũe jeŨeli przekr·j tego graniastosğupa pğaszczyznŃ zawierajŃcŃ krawňdŦ AB podstawy 

tego graniastosğupa jest trapezem, to pğaszczyzna ta jest nachylona do pğaszczyzny podstawy 

ABC graniastosğupa pod takim kŃtem a, Ũe 3
3

2
tg >a . 

Zadanie 77.  

Dany jest ostrosğup tr·jkŃtny ABCS, w kt·rym krawňdŦ boczna AS jest jednoczeŜnie wysoko-

ŜciŃ ostrosğupa, a kŃt miňdzy kaŨdymi dwiema krawňdziami bocznymi jest r·wny 60 .Przez 

punkt D leŨŃcy na krawňdzi AS poprowadzono pğaszczyznň r·wnolegğŃ do pğaszczyzny pod-

stawy ABC. Pğaszczyzna ta przeciňğa krawňdzie boczne BS i CS w punktach E i F (zobacz 

rysunek). 

  

Pole tr·jkŃta ABC jest r·wne 1P, a pole tr·jkŃta DEF jest r·wne 2P. Oblicz odlegğoŜĺ miňdzy 

pğaszczyznami ABC i DEF. 

S 

A 

B 

C 

D 

F 

E 

 A 

 B 

 C 

 D 

 E 
 F 

 a 

 a 
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Zadanie 78.  

Punkt S jest wierzchoğkiem ostrosğupa prawidğowego czworokŃtnego, a punkty E, F sŃ odpo-

wiednio Ŝrodkami krawňdzi AB i CD jego podstawy. KrawňdŦ podstawy i wysokoŜĺ tego 

ostrosğupa majŃ takŃ samŃ dğugoŜĺ r·wnŃ 1. Pğaszczyzna przechodzŃca przez punkty E i F 

przecina krawňdzie boczne odpowiednio w punktach G oraz H (zobacz rysunek). 

 

Oblicz pole otrzymanego przekroju, wiedzŃc, Ũe jest ono dwa razy wiňksze od pola czworokŃ-

ta BCGH. 

1.5. Teoria prawdopodobieŒstwa i kombinatoryka 

Zadanie 79. 

Zdarzenia losowe CBA ,,  zawarte w W sŃ takie, Ũe ACË , () 0>CP  i ( ) 0' >ÆBAP . Wy-

kaŨ, Ũe ( ) ( )| |P C A P C A B> Ç .  

Komentarz do zadania 

Zapisz odpowiednie prawdopodobieŒstwa warunkowe ( | )P C A  i ( | )P C A BÇ . 

( )
( | )

( )

P C A
P C A

P A

Æ
=     oraz    

( )( )
( | )

( )

P C A B
P C A B

P A B

Æ Ç
Ç =

Ç
. 

Skorzystaj z zağoŨeŒ o zdarzeniach , ,A B C. 

PoniewaŨ C AË , to ( )C A BË Ç  oraz ( )C A C A B CÆ = Æ Ç =, czyli . 

( )
( | )

( )

P C
P C A

P A
=  i 

( )
( | )

( )

P C
P C A B

P A B
Ç =

Ç
.  

  

A B 

C D 

H 

G 

S 

E 

F 
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Przykğadowe rozwiŃzanie 

Z definicji prawdopodobieŒstwa warunkowego mamy 

( )
( | )

( )

P C A
P C A

P A

Æ
=     i    

( )( )
( | )

( )

P C A B
P C A B

P A B

Æ Ç
Ç =

Ç
. 

PoniewaŨ C AË , to ( )C A C A B CÆ = Æ Ç =. 

StŃd wynika, Ũe 
( )

( | )
( )

P C
P C A

P A
=  i 

( )
( | )

( )

P C
P C A B

P A B
Ç =

Ç
. 

Z zağoŨenia ( ) 0P A B¡Æ >  wynika, Ũe ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P A B P A¡Ç = + Æ > ,  

czyli ( | ) ( | )P C A P C A B> Ç . 

Zadanie 80. 

DoŜwiadczenie losowe polega na tym, Ũe losujemy jednoczeŜnie trzy liczby ze zbioru 

{ }9,8,7,6,5,4,3,2,1 . Oblicz prawdopodobieŒstwo warunkowe, Ũe wŜr·d wylosowanych liczb 

bňdzie liczba 4, pod warunkiem, Ũe suma wylosowanych liczb bňdzie parzysta. 

Wynik przedstaw w postaci uğamka zwykğego nieskracalnego. 

Komentarz do zadania 

Losujemy jednoczeŜnie trzy liczby z danego zbioru. Zastan·w siň, czym jest pojedyncze zda-

rzenie elementarne, a nastňpnie wprowadŦ oznaczenia, na przykğad niech A oznacza zdarzenie 

polegajŃce na tym, Ũe wŜr·d wylosowanych liczb bňdzie liczba 4, a B ð zdarzenie polegajŃce 

na tym, Ũe suma wylosowanych liczb bňdzie parzysta. Twoim zadaniem jest obliczenie praw-

dopodobieŒstwa warunkowego w modelu klasycznym

  

 

Oblicz moc zdarzenia B. PomyŜl, kiedy suma trzech liczb jest parzysta? BňdŃ dwie moŨliwo-

Ŝci. Teraz wyznacz liczbň zdarzeŒ elementarnych sprzyjajŃcych zajŜciu zdarzenia A BÆ  ð 

suma trzech liczb jest parzysta i jednoczeŜnie wŜr·d nich jest liczba 4. W tym przypadku 

r·wnieŨ bňdŃ dwie moŨliwoŜci. Oblicz moc zdarzenia A BÆ  i oblicz prawdopodobieŒstwo 

warunkowe. 

Zadanie 81. 

Cztery kule ponumerowano kolejnymi liczbami od 1 do 4. Ustawiamy te kule losowo 

w szereg i zapisujemy liczbň, kt·rej kolejnymi cyframi sŃ numery na kulach. Prawdopodo-

bieŒstwo, Ũe zapisana liczba nie jest podzielna przez 4, jest r·wne  

A. 
44

6
 B. 

44

18
 C. 

!4

6
 D. 

!4

18
 

  

( )
( | )

( )

A BP A B
P A B

P B B

ÆÆ
= =
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Zadanie 82. 

Liczby x, y, z naleŨŃ do zbioru { }100,...,3,2,1 . Liczba uporzŃdkowanych tr·jek liczb ),,( zyx  

speğniajŃcych warunek: liczba 222 zyx ++  jest podzielna przez 3, jest r·wna 

A. öö
÷

õ
ææ
ç

å
+öö
÷

õ
ææ
ç

å

3

67

3

33

 

B. öö
÷

õ
ææ
ç

å
+öö
÷

õ
ææ
ç

å
+öö
÷

õ
ææ
ç

å

3

34

3

33

3

33

 

C. 33 6733 +  

D. 333 673333 ++  

Zadanie 83. 

Oblicz, ile jest trzycyfrowych liczb cağkowitych dodatnich, w kt·rych zapisie dziesiňtnym 

wystňpujŃ dokğadnie dwie r·Ũne cyfry. 

Zadanie 84. 

Zbi·r { }nnA 2,12...,,3,2,1 -= , gdzie 4²n , jest zğoŨony z n2  kolejnych liczb naturalnych. 

Rozpatrujemy wszystkie czteroelementowe podzbiory zbioru A. Przez x oznaczmy liczbň 

podzbior·w, kt·rych suma wszystkich element·w jest parzysta, a przez y oznaczmy liczbň 

podzbior·w, kt·rych suma wszystkich element·w jest nieparzysta. WykaŨ, Ũe öö
÷

õ
ææ
ç

å
=-

2

n
yx .  

Zadanie 85. 

Na wsp·lnym zebraniu klas IIIA i IIIB postanowiono wylosowaĺ dwie osoby, kt·re bňdŃ kie-

rowağy przygotowaniami do studni·wki. KaŨda z tych dw·ch klas liczy 20 os·b; w IIIA jest 6 

dziewczŃt, w klasie IIIB jest dziewczŃt 12. Jakie jest prawdopodobieŒstwo, Ũe obie wyloso-

wane osoby sŃ dziewczňtami, jeŜli obie pochodzŃ z tej samej klasy? 

Zadanie 86. 

DoŜwiadczenie losowe polega na dw·ch rzutach symetrycznŃ szeŜciennŃ kostkŃ do gry. Ob-

licz prawdopodobieŒstwo, Ũe wartoŜĺ bezwzglňdna r·Ũnicy wyrzuconych liczb bňdzie wiňk-

sza od 2, jeŨeli wiadomo, Ũe suma kwadrat·w tych liczb przy dzieleniu przez 4 daje resztň 1. 

Zadanie 87. 

Zdarzenia losowe BA,  zawarte w W sŃ takie, Ũe () 0>BP  i prawdopodobieŒstwo warunko-

we ( ) 386,0\ =BAP . Oblicz 
( )
()BP

BAP Æ'
. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku skoŒczo-

nego rozwiniňcia dziesiňtnego otrzymanego wyniku. 
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Zadanie 88. 

Zdarzenia losowe BA,  zawarte w W sŃ takie, Ũe ( ) 9,0=ÇBAP ; ( ) 2,0' =ÆBAP ; 

( ) 4,0' =ÆBAP . Oblicz prawdopodobieŒstwo warunkowe ( )BAP \ . 

1.6. Rachunek r·Ũniczkowy 

Zadanie 89. 

Funkcja 1
2

1
2)( 3 +-= xxxf  jest malejŃca w przedziale 

A. 
æ
æ

ç

å
-¤-

6

3
;  B. ( 0;¤-  C. 

6

3
;

6

3
-  D. 

3
;

6

õ
+¤ö
÷
 

Komentarz do zadania 

Funkcja f jest wielomianem stopnia trzeciego i aby wyznaczyĺ zbi·r, w kt·rym jest ona male-

jŃca, moŨesz posğuŨyĺ siň jej pochodnŃ. Wyznacz pochodnŃ funkcji f. Otrzymasz 

() 2 1
6

2
f x x¡ = - Czy pamiňtasz, jaka jest zaleŨnoŜĺ miňdzy monotonicznoŜciŃ funkcji f 

a znakiem pochodnej f¡? Zapamiňtaj, Ũe jeŜli funkcja jest malejŃca w pewnym zbiorze, to jej 

pochodna jest w tym zbiorze niedodatnia. Zapisz odpowiedniŃ nier·wnoŜĺ i jŃ rozwiŃŨ. Roz-

wiŃzaniem bňdzie przedziağ 
6

3
;

6

3
- . 

Prawidğowa odpowiedŦ 

C 

Zadanie 90. 

WŜr·d wszystkich graniastosğup·w prawidğowych tr·jkŃtnych, w kt·rych suma dğugoŜci 

wszystkich krawňdzi jest r·wna 12, jest taki, kt·ry ma najwiňkszŃ objňtoŜĺ. Oblicz dğugoŜci 

krawňdzi tego graniastosğupa i jego objňtoŜĺ.  

Komentarz do zadania 

Rozpatrujemy graniastosğupy prawidğowe tr·jkŃtne. WprowadŦ oznaczenia, na przykğad 

przyjmij, Ũe a to dğugoŜĺ krawňdzi podstawy graniastosğupa i H ð wysokoŜĺ graniastosğupa. 

Suma dğugoŜci wszystkich krawňdzi graniastosğupa jest r·wna 12. Wykorzystaj tň informacjň 

i zapisz zaleŨnoŜĺ miňdzy krawňdziŃ podstawy i wysokoŜciŃ graniastosğupa. WyraŦ objňtoŜĺ 

graniastosğupa V za pomocŃ jednej z przyjňtych zmiennych: a lub H. W ten spos·b otrzymasz 

funkcjň objňtoŜci graniastosğupa. Wyznacz jej dziedzinň. 

Funkcja ta, niezaleŨnie od tego, czy wyrazisz jŃ za pomocŃ zmiennej a, czy H, jest wielomia-

nem stopnia trzeciego. Oznacza to, Ũe do wyznaczenia jej wartoŜci najwiňkszej moŨesz wyko-

rzystaĺ rachunek pochodnych. Dla wygody moŨesz analizowaĺ funkcjň V w dziedzinie, kt·ra 

jest cağym zbiorem liczb rzeczywistych (nazwij jŃ wtedy inaczej, na przykğad f) i dopiero po-

tem ograniczyĺ ten zbi·r do dziedziny funkcji V. Ostatecznie oblicz wymiary graniastosğupa 

o najwiňkszej objňtoŜci i tň najwiňkszŃ objňtoŜĺ. 
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Zadanie 91. 

Funkcja () 312 xxxf -=  jest okreŜlona dla wszystkich liczb rzeczywistych. W przedziale 

1,1-  funkcja f  

A. jest rosnŃca.  

B. jest malejŃca. 

C. ma dokğadnie jedno ekstremum lokalne. 

D. ma dokğadnie dwa ekstrema lokalne. 

Komentarz do zadania 

JeŨeli funkcja jest r·Ũniczkowalna, to dla wyznaczenia jej przedziağ·w monotonicznoŜci 

i ekstrem·w lokalnych korzystamy z pochodnej tej funkcji. Czy pamiňtasz, jaki jest zwiŃzek 

monotonicznoŜci funkcji w przedziale ze znakiem jej pochodnej w tym przedziale? 

Oblicz pochodnŃ funkcji f: 

2( ) 12 3 3(2 )(2 )f x x x x¡ = - = - +, 

( ) 0f x¡ >     w przedziale ( )2,2- . 

W szczeg·lnoŜci w przedziale 1,1-  pochodna jest dodatnia, czyli funkcja w tym przedziale 

jest rosnŃca. 

Zadanie 92. 

Granica 
( )
( )33

44

13)3(

32)12(
lim

--+

+-+

-¤­ xx

xx

x
 jest r·wna 

A. 0  B. 
3

1
 C. 

13

32
 D. ¤+  

Zadanie 93. 

Oblicz granicň 
124

4
lim

2

2

2 -+

-

­ xx

x

x
. 

Zadanie 94. 

JeŜli 0̧a , granica 
( ) ()
( ) ()22

22
2

lim
bxax

bxax

x -

+

¤­
 jest r·wna 2 dla parametru b r·wnego  

A. 1-  B. 0 C. 1 D. 2  
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Zadanie 95. 

Funkcja f , kt·rej dziedzinŃ jest zbi·r wszystkich liczb rzeczywistych, jest okreŜlona wzorem 
23 32)( xxxf +-= . Funkcja f  jest rosnŃca w przedziale 

A. ( 0;¤-  B. 1;0  C. 
2

3
;1  D. 

3
;

2

õ
+¤ö
÷
 

Zadanie 96. 

Funkcja 24
3

1
)( 3 +-= xxxf  ma maksimum w punkcie  

A. 2-=x  B. 0=x  C. 2=x  D. 4=x  

Zadanie 97. 

RozwaŨmy wszystkie ostrosğupy prawidğowe szeŜciokŃtne, w kt·rych suma dğugoŜci kr·tszej 

przekŃtnej podstawy i wysokoŜci ostrosğupa jest r·wna 9. Wyznacz dğugoŜĺ krawňdzi pod-

stawy tego z rozwaŨanych ostrosğup·w, kt·rego objňtoŜĺ jest najwiňksza. Oblicz tň najwiňk-

szŃ objňtoŜĺ. 

Zadanie 98. 

WykaŨ, Ũe r·wnanie 0532 23 =-- xx  ma w przedziale ( )3,2  dokğadnie jedno rozwiŃzanie.  

Zadanie 99. 

Wielomian f jest dany wzorem () kxxkxxxf 12643 234 -+-=  z parametrem rzeczywistym k. 

Wyznacz wszystkie wartoŜci k, dla kt·rych funkcja f jest rosnŃca w przedziale )¤+,2  i nie 

jest rosnŃca w Ũadnym przedziale postaci )¤+,a  dla 2<a . 

Zadanie 100. 

Funkcja wymierna f jest dana wzorem ()
22

1
2 ++

+
=

xx

x
xf . Wyznacz wartoŜĺ najmniejszŃ 

i wartoŜĺ najwiňkszŃ, jakie ta funkcja przyjmuje dla argument·w z przedziağu 1,3- . 
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2. Komentarze do zadaŒ 

2.1. Liczby rzeczywiste i wyraŨenia algebraiczne. 
R·wnania i nier·wnoŜci 

Zadanie 5. 

Skorzystaj ze wzoru na zamianň podstawy logarytmu, aby zapisaĺ liczbň 9log4
 jako loga-

rytm o podstawie 2: 3log9log
2

1

4log

9log
9log 22

2

2
4 === . MoŨesz teraz wyznaczyĺ sumň loga-

rytm·w: 18log6log3log 222 =+ . 

Zadanie 6. 

ZauwaŨ, Ũe wszystkie logarytmy majŃ inne podstawy. Zastosuj wz·r na zmianň podstawy 

logarytmu. JeŜli nie wiesz, w kt·rym logarytmie, to podpowiem, Ũe wystarczy zamieniĺ loga-

rytm o podstawie 4 na logarytm o podstawie 5.  

Jaki jest zwiŃzek miňdzy loga b oraz logb a ? 

Zadanie 7. 

Liczba, kt·rej wartoŜĺ chcesz obliczyĺ, zapisana jest w postaci potňgi podniesionej do potňgi. 

Wykorzystaj wz·r na potňgň potňgi i zapisz tň liczbň w innej postaci: () 7log77log7 22 22 = . Na-

stňpnie, wykorzystujŃc wz·r na logarytm potňgi, przeksztağĺ wykğadnik tej potňgi do postaci 
7

2 7log
2 . Skorzystaj z wğasnoŜci logarytmu ba

ba =
log

 i podaj wynik () 77log7 72 2 = . 

Zadanie 8. 

Oznacz przez x  jednŃ z trzech szukanych liczb cağkowitych (np. najmniejszŃ) i zapisz r·w-

nanie wielomianowe wynikajŃce z treŜci zadania. Wyznacz rozwiŃzania tego r·wnania, np. 

rozkğadajŃc wielomian na czynniki metodŃ grupowania. PodajŃc odpowiedŦ, pamiňtaj, Ũe 

szukane liczby majŃ byĺ cağkowite. 

Zadanie 9. 

Jak zapiszesz wielomian, jeŨeli znasz wszystkie pierwiastki tego wielomianu i liczba pier-

wiastk·w jest r·wna stopniowi wielomianu? 

WykorzystujŃc fakt, Ũe wielomian 123 +- xx  moŨna zapisaĺ w postaci 

abcxcabcabxcbax -+++++- )()( 23 , 

napisz, co moŨna powiedzieĺ o wyraŨeniach postaci: 

abccabcabcba ,, ++++ . 

Czy znajŃc wartoŜci tych wyraŨeŒ, moŨesz wyznaczyĺ wartoŜĺ poszukiwanego wyraŨenia 
222 cba ++ ? 

Uwaga: Zadanie moŨesz takŨe rozwiŃzaĺ poprzez wyznaczenie pierwiastk·w wielomianu 

123 +- xx . 
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Zadanie 10. 

Skğadniki zawierajŃce niewiadomŃ x zapisz po jednej stronie r·wnania i wyğŃcz x przed na-

wias. Z otrzymanej r·wnoŜci wyznacz x. Dla jakich wartoŜci parametru k nie moŨesz wyko-

naĺ niezbňdnego dzielenia i jakŃ postaĺ przyjmuje wyjŜciowe r·wnanie dla tych wartoŜci pa-

rametru? 

Zadanie 11. 

Wykorzystaj fakt, Ũe dla 0a> r·wnanie x a=  jest r·wnowaŨne alternatywie r·wnaŒ x a=  

lub x a=-
 
i zapisz podane r·wnanie w postaci alternatywy dw·ch takich r·wnaŒ, Ũeby 

w kaŨdym z nich symbol wartoŜci bezwzglňdnej wystňpowağ tylko jeden raz.  

Zwr·ĺ uwagň, Ũe dla 0a<  r·wnanie x a=  nie ma rozwiŃzaŒ.  

MoŨesz teŨ naszkicowaĺ wykres funkcji okreŜlonej wzorem () 3 4f x x= + - i odczytaĺ 

z niego, ile jest argument·w tej funkcji, dla kt·rych przyjmuje ona wartoŜĺ 5. 

Zadanie 12. 

Spr·buj na poczŃtek usunŃĺ wewnňtrznŃ wartoŜĺ bezwzglňdnŃ po lewej stronie. Jak bňdzie 

wyglŃdağo r·wnanie, gdy 1²x ? A jak, gdy 1<x ? Pamiňtaj teŨ o tym, Ũe gdy |||| ba = , to 

ba=  lub ba -= .  

MoŨesz r·wnieŨ rozwiŃzaĺ zadanie graficznie, rysujŃc wykresy lewej i prawej strony r·wna-

nia. 

Zadanie 13. 

Wyznacz te wartoŜci zmiennej, dla kt·rych wartoŜĺ 0 przyjmujŃ wyraŨenia Ăpod moduğemò, 

tzn. te, dla kt·rych 022 =-x  oraz 0=x . Otrzymane liczby dzielŃ oŜ liczbowŃ na trzy prze-

dziağy. Twoim zadaniem jest rozwiŃzaĺ zadanŃ nier·wnoŜĺ w kaŨdym z tych przedziağ·w.  

ZauwaŨ, Ũe np. w przedziale ( )0,¤-  wyraŨenie 22 -x  przyjmuje wartoŜci ujemne, zatem 

)22(22 --=- xx . Podobnie xx -= . RozwiŃŨ nier·wnoŜĺ, kt·rŃ otrzymağeŜ po usuniňciu 

symbolu wartoŜci bezwzglňdnej. Pamiňtaj jednak, Ũe wciŃŨ rozwaŨasz tň nier·wnoŜĺ w prze-

dziale ( )0,¤- .  

Podobnie musisz postŃpiĺ w kaŨdym z dw·ch pozostağych przedziağ·w.  

RozwiŃzaniem sŃ wszystkie rozwiŃzania otrzymane w kaŨdym z trzech analizowanych prze-

dziağ·w (suma otrzymanych zbior·w). 

Zadanie 14. 

Rozpatrz odpowiednie przypadki, kt·re wyznaczysz, wyliczajŃc miejsca zerowe wyraŨeŒ 

znajdujŃcych siň pod wartoŜciami bezwzglňdnymi. Miejsca zerowe podzielŃ zbi·r liczb rze-

czywistych na rozğŃczne ze sobŃ przedziağy. UwzglňdniajŃc poszczeg·lne przedziağy, opuŜĺ 

wartoŜci bezwzglňdne, rozwiŃŨ nier·wnoŜci i w kaŨdym z przypadk·w znajdŦ czňŜĺ wsp·lnŃ 

rozwiŃzania nier·wnoŜci i przedziağu, w kt·rym byğa rozpatrywana. RozwiŃzaniem cağej nie-

r·wnoŜci jest suma rozwiŃzaŒ, kt·re zostağy uzyskane z poszczeg·lnych przypadk·w. Roz-

wiŃzaniem nier·wnoŜci danej w zadaniu powinien byĺ zbi·r liczb rzeczywistych, co dowodzi, 

Ũe nier·wnoŜĺ 725 ²-++ xx  jest prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczywistej x . 
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Zadanie 15. 

ZauwaŨ, Ũe korzystajŃc z wğasnoŜci wartoŜci bezwzglňdnej iloczynu, moŨesz zapisaĺ, Ũe 

2242 +Ö-=- xxx , zatem nier·wnoŜĺ 242 -<- xx  jest r·wnowaŨna nier·wnoŜci 

222 -<+Ö- xxx . Po obu jej stronach wystňpuje ten sam czynnik: 2-x . MoŨesz go wy-

ğŃczyĺ przed nawias, otrzymujŃc nier·wnoŜĺ ( ) 0122 <-+Ö- xx .  

Wiesz z pewnoŜciŃ, Ũe zachodzi nier·wnoŜĺ 02²-x , wiňc wystarczy wyznaczyĺ rozwiŃza-

nie nier·wnoŜci 012 <-+x , czyli 12<+x . 

Zadanie 16. 

MoŨesz obliczyĺ pierwiastki tr·jmianu 25 4 3x x+ - za pomocŃ wzor·w, ale moŨesz teŨ wyko-

rzystaĺ wzory Vi¯teôa na sumň i iloczyn pierwiastk·w: 
1 2

b
x x

a
+ =-, 1 2

c
x x

a
Ö =. Otrzymasz 

w ten spos·b proste wyraŨenie zawierajŃce tylko wsp·ğczynniki tr·jmianu.  

Zadanie 17.  

Skorzystaj ze wzor·w Vi¯teôa: 
a

b
xx -=+ 21  oraz 

a

c
xx =Ö21 . PoniewaŨ 2121 2 xxxx =+ , to 

cb 2=- .  

ZauwaŨ, Ũe warunek cb 2= oznacza, Ũe 
a

c
xxxx

a

c 2
2

2
2121 ==+=- , skŃd mamy 0=c , 

wbrew zağoŨeniu. Podobnie warunek bc 2=  implikuje r·wnoŜĺ 
a

b
xxxx

a

b 4
2 2121 ==+=- , 

skŃd wynika 0=b  i w konsekwencji 0=c , wbrew zağoŨeniu. Wreszcie warunek cb -=2  

prowadzi do r·wnoŜci 
a

b
xxxx

a

b 4
2 2121 -==+=- , skŃd mamy 0=b  i w konsekwencji 

0=c , wbrew zağoŨeniu.  

Zadanie 18. 

Zacznij od sprawdzenia, czy r·wnanie z zadania zawsze jest r·wnaniem kwadratowym. Od-

powiedŦ brzmi: nie, a zatem zacznij od analizy, co siň dzieje, gdy r·wnanie jest liniowe. 

Dla 0̧m  r·wnanie jest kwadratowe. Spr·buj je przeksztağciĺ do innej postaci. Czy moŨna 

zrobiĺ tak, aby wyraŨenia zawierajŃce niewiadome byğy tylko po jednej stronie r·wnania, 

a wyraŨenie z parametrem tylko po drugiej stronie r·wnania? 

JeŨeli udağo ci siň wskazaĺ takŃ postaĺ, to zadanie moŨe daĺ siň rozwiŃzaĺ z uŨyciem wykre-

su. Zatem narysuj wykres funkcji o zmiennej x w zadanej dziedzinie. 

Czy wiesz juŨ, jak okreŜliĺ liczbň rozwiŃzaŒ zadania w zaleŨnoŜci od tego, ile razy prosta 

pozioma przetnie wykres funkcji kwadratowej zmiennej x? 

Zapisz stosowne nier·wnoŜci, opisujŃce liczbň takich przeciňĺ w zaleŨnoŜci od wartoŜci pa-

rametru m. 
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Zadanie 19. 

ZauwaŨ, Ũe wykres funkcji f  przecina prostŃ o r·wnaniu 1+-= xy  w dw·ch punktach, gdy 

r·wnanie ( ) 1121 2 +-=+--- xmxxm  ma dwa rozwiŃzania. Czy zawsze bňdzie to r·wna-

nie kwadratowe? Wyznacz wszystkie wartoŜci parametru m, dla kt·rych rozwaŨane r·wnanie 

ma dwa rozwiŃzania. Jaki warunek musi byĺ speğniony, aby rozwiŃzania 
1x , 

2x  tego r·wna-

nia miağy przeciwne znaki? MoŨesz wykorzystaĺ wz·r Vi¯teôa. RozwiŃŨ otrzymanŃ nier·w-

noŜĺ. Teraz pozostaje zapisaĺ zbi·r wszystkich szukanych wartoŜci parametru m . 

Zadanie 20. 

KorzystajŃc ze wzor·w Vi¯teôa, podanŃ sumň uzaleŨnij od iloczynu i sumy pierwiastk·w 

r·wnania. Otrzymane wyraŨenie przedstaw w postaci iloczynu. PoniewaŨ przedstawia on 

liczbň, kt·ra nie jest zğoŨona, to jeden ze skğadnik·w musi byĺ r·wny 1 lub ï1. StŃd wyzna-

czysz pierwiastki r·wnania. Na tej podstawie uzasadnij, Ũe jednym z nich jest liczba 2. 

Zadanie 21. 

PrzenieŜ wszystkie wyrazy nier·wnoŜci na jednŃ stronň i zapisz lewŃ stronň nier·wnoŜci 

w postaci uporzŃdkowanego tr·jmianu kwadratowego z niewiadomŃ x i parametrem m (moŨ-

na teŨ odwrotnie). ZauwaŨ, Ũe wsp·ğczynnik tr·jmianu przy 2x  jest dodatni. Kiedy tr·jmian 

kwadratowy przyjmuje nieujemne wartoŜci dla dowolnych argument·w? Zapisz odpowiedni 

warunek i wykaŨ, Ũe zachodzi on dla dowolnej liczby rzeczywistej m. 

Zadanie 22.  

Reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian 2-x  jest r·wna )2(f . Jakie musi byĺ a, aby 

ta reszta byğa r·wna 3? 

Zadanie 23. 

Wykorzystaj fakt, Ũe reszta z dzielenia (dowolnego) wielomianu W przez dwumian bax+  

jest r·wna ö
÷

õ
æ
ç

å
-

a

b
W  (wynika to z twierdzenia Bezouta). Zatem reszta z dzielenia przez 42 +x  

jest r·wna ( )2-W . Ale wielomian W skğada siň tylko z parzystych potňg zmiennej x, wiňc 

( ) 2014)2(2 ==- WW   

Zadanie 24. 

Wielomian W  jest podzielny przez dwumian 12 +x . Czy na tej podstawie moŨesz wskazaĺ 

pierwiastek tego wielomianu? Reszta z dzielenia wielomianu W  przez dwumian 2-x  jest 

r·wna 105. JakŃ wartoŜĺ przyjmuje wielomian W  dla argumentu 2? KorzystajŃc z tych in-

formacji, zapisz ukğad dw·ch r·wnaŒ z niewiadomymi a  i b. Nastňpnie oblicz wartoŜci a

i b  oraz wstaw je do wzoru, kt·rym okreŜlony jest wielomian W. Rozğ·Ũ ten wielomian 
na czynniki np. metodŃ grupowania, a nastňpnie wyznacz jego pierwiastki. 
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Zadanie 25. 

Z pewnoŜciŃ widzisz, co naleŨy podstawiĺ w miejsce a, aby skorzystaĺ z podanego wzoru do 

przeksztağcenia wyraŨenia po prawej stronie r·wnania ð oczywiŜcie xa= . JakŃ wartoŜĺ 

bňdzie miağa liczba b? JeŜli jeszcze tego nie widzisz, to zapisz w innej postaci liczbň ( )32 . 

Teraz juŨ moŨesz skorzystaĺ z podanego wzoru. ZauwaŨ, Ũe po obu stronach r·wnania wystň-

puje takie samo wyraŨenie ð moŨesz je wyğŃczyĺ przed nawias jako wsp·lny czynnik. 

Otrzymujesz iloczyn wyraŨenia liniowego przez tr·jmian kwadratowy. Pozostaje obliczyĺ 

pierwiastki kaŨdego z nich. 

Zadanie 26. 

ZauwaŨ, Ũe wyraŨenie w drugim nawiasie jest sumŃ wyraŨenia, kt·re znajduje siň 

w pierwszym nawiasie, i liczby 2. Oznacz jednŃ literŃ, np. t, to powtarzajŃce siň wyraŨenie 

i raz jeszcze zapisz r·wnanie, ale zamiast powtarzajŃcego siň wyraŨenia zapisz wprowadzonŃ 

literň ð wykonujesz tak zwane podstawienie. Teraz rozwiŃŨ otrzymane r·wnanie z niewia-

domŃ t. ObliczyğeŜ w ten spos·b wszystkie wartoŜci, jakie moŨe przyjŃĺ t. Dla jakich x wyra-

Ũenie, kt·re oznaczyğeŜ literŃ t, przyjmuje obliczone wartoŜci?  

Zadanie 27. 

Rozpocznij od obliczenia pierwszych wsp·ğrzňdnych punkt·w wsp·lnych wykres·w funkcji 

f  i w. W tym celu zapisz r·wnanie, kt·re trzeba rozwiŃzaĺ, i przeksztağĺ je do postaci: 

09686 234 =-++- xxxx . Rozğ·Ũ lewŃ stronň r·wnania na czynniki (zauwaŨ, Ũe 
222 98 xxx -= ) i wyznacz jego rozwiŃzania. Teraz pozostaje odczytaĺ rozwiŃzanie nier·w-

noŜci z rysunku.  

Zadanie 28. 

JeŨeli wielomian W  jest podzielny przez dwumian 2
2

1
+x , to jaka liczba jest jednym z jego 

miejsc zerowych?  

Po podzieleniu wielomianu W  przez dwumian 2
2

1
+x  otrzymasz pewien wielomian Q. Po-

zostağe miejsca zerowe wielomianu W  sŃ miejscami zerowymi wielomianu Q. Rozğ·Ũ wie-

lomian Q na czynniki (np. metodŃ grupowania) i wyznacz jego miejsca zerowe.  

ZauwaŨ, Ũe wykres wielomianu )2( +xW  powstaje przez przesuniňcie wykresu wielomianu 

W  o dwie jednostki w lewo ð moŨesz naszkicowaĺ ten wykres. Jakie miejsca zerowe ma 

wielomian )2( +xW ? Odczytaj z naszkicowanego wykresu zbi·r rozwiŃzaŒ nier·wnoŜci 

0)2( ²+xW . 

Zadanie 29.  

Zacznij od przeksztağcenia wzoru funkcji g: wyznacz wartoŜĺ funkcji f dla k oraz dla 2-k  

(skorzystaj ze wzoru na szeŜcian r·Ũnicy). Aby ustaliĺ, dla jakiego k funkcja g przyjmuje war-

toŜĺ 80, rozwiŃŨ r·wnanie wielomianowe 808126 23 =+-+ kkk  (pomocne bňdzie grupo-

wanie wyraz·w). 
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Zadanie 30. 

Z wğasnoŜci funkcji kwadratowej wynika, Ũe 4
2
=-

a

b
. Ponadto 22)4( -=f . KorzystajŃc 

z tych informacji, moŨesz obliczyĺ a  i b .  

Podstaw a  i b  do danego r·wnania. Teraz pozostaje wyznaczyĺ jego rozwiŃzania ð moŨesz 

np. wykorzystaĺ podane rozwiŃzanie i podzieliĺ wielomian przez odpowiedni dwumian. 

2.2. Funkcje 

Zadanie 35. 

Przyjmij, Ũe szukana funkcja f ma postaĺ cbxaxxf ++= 2)( . Przyjrzyj siň wykresowi funk-

cji )()( xfkxg Ö= . Miejscami zerowymi funkcji g sŃ liczby 2-  i 3. Skoro funkcja g jest ilo-

czynem pewnej stağej liczby k i funkcji f, to jakie miejsca zerowe bňdzie miağa funkcja f ? 

Napisz postaĺ iloczynowŃ funkcji f. 

Nastňpnie zapisz funkcjň )()( kxfxh =  w postaci og·lnej.  

Oczekiwany wz·r funkcji to () ckxbkxakxfxh +Ö+==
2

)()( . Kt·ry wsp·ğczynnik funkcji f 

nie ulegğ zmianie? Jakie jest znaczenie wsp·ğczynnika c we wzorze funkcji kwadratowej? Na 

pewno wiesz, Ũe wykres kaŨdej funkcji kwadratowej przecina oŜ Oy w punkcie ( )c,0 . 

Teraz z wykresu funkcji )()( kxfxh =  odczytaj wsp·ğrzňdne punktu przeciňcia paraboli z osiŃ 

Oy. Na pewno potrafisz juŨ odpowiedzieĺ na pytanie, w jakim punkcie wykres funkcji f prze-

cina oŜ Oy. Wykorzystaj wsp·ğrzňdne tego punktu oraz postaĺ iloczynowŃ funkcji f i napisz 

jej wz·r. 

Zadanie 36. 

ZauwaŨ, Ũe ¯=¯-̄=̄ 2sin)290cos(88cos . Czy moŨesz liczbň 1 wyraziĺ za pomocŃ warto-

Ŝci funkcji trygonometrycznych tego samego kŃta? Dalej zastosuj wzory skr·conego mnoŨe-

nia. Czy moŨesz skr·ciĺ otrzymane wyraŨenie? Teraz podziel licznik i mianownik wyraŨenia 

przez ¯2cos . Czy moŨesz zapisaĺ 
¯

¯

2cos

2sin
 jako wartoŜĺ jednej funkcji trygonometrycznej?  

Zadanie 37. 

MoŨesz skorzystaĺ z tego, Ũe jeŨeli funkcja ()xfy=  ma okres t, to funkcja ()cxfy= , gdzie 

0>c , ma okres 
c

t
. Okresem funkcji () xxf sin=  jest np. 2t p= , wiňc okresem funkcji 

() ö
÷

õ
æ
ç

å
= xxf

3

2
sin  jest 

3
2 3

2
p pÖ = . Tylko funkcja, kt·rej wykres jest przedstawiony na rysun-

ku B, speğnia ten warunek. 

MoŨesz teŨ zauwaŨyĺ, Ũe wartoŜĺ funkcji () ö
÷

õ
æ
ç

å
= xxf

3

2
sin  dla argumentu x p=  jest dodatnia,  
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gdyŨ () 0
3

2
sin >ö

÷

õ
æ
ç

å
= ppf . Tylko funkcja, kt·rej wykres jest przedstawiony na rysunku B, 

ma dla argumentu x p=  wartoŜĺ dodatniŃ, wiňc poprawnŃ odpowiedziŃ moŨe byĺ tylko B. 

Zadanie 38. 

Wykorzystaj okresowoŜĺ funkcji trygonometrycznych sin, cos i tg i zastŃp wartoŜĺ kaŨdej 

z funkcji trygonometrycznych sin, cos, tg dla argumentu 1332 pÖ  wartoŜciŃ tej samej funkcji 

dla argumentu naleŨŃcego do przedziağu 
2

0,p . Wystarczy teraz por·wnaĺ te wartoŜci ze 

sobŃ.  

Zadanie 39. 

Zgodnie z treŜciŃ zadania sporzŃdŦ w jednym ukğadzie wsp·ğrzňdnych wykresy funkcji 

xxf cos)( =  oraz ö
÷

õ
æ
ç

å
= xxg

2

1
cos)( . Czy wiesz, jak na podstawie wykresu funkcji f naryso-

waĺ wykres funkcji g? Najpierw naleŨy wyznaczyĺ okres podstawowy funkcji 

ö
÷

õ
æ
ç

å
= xxg

2

1
cos)( . JeŜli nie wiesz, jak to zrobiĺ, to przypomnň, Ũe okresem podstawowym 

funkcji ()axy cos=  jest liczba 
a

p2
, oczywiŜcie gdy 0̧a . Zapewne okres otrzymanej przez 

ciebie funkcji jest dwukrotnie wiňkszy niŨ okres funkcji cosinus. Oznacza to, Ũe wykres funk-

cji cosinus naleŨy dwukrotnie ĂrozciŃgnŃĺò wzdğuŨ osi Ox. Punktem wykresu, kt·ry nie 

zmieni poğoŨenia, jest (0,1). Jak teraz na podstawie wykres·w funkcji f i g rozwiŃzaĺ r·wna-

nie )()( xgxf = ? NaleŨy odczytaĺ z ukğadu wsp·ğrzňdnych argumenty, dla kt·rych obie 

funkcje osiŃgajŃ tň samŃ wartoŜĺ, czyli argumenty punkt·w przeciňcia siň tych wykres·w. 

Nastňpnym etapem jest algebraiczne rozwiŃzanie r·wnania ö
÷

õ
æ
ç

å
= xx

2

1
coscos . Skorzystaj ze 

wzoru na r·Ũnicň cosinus·w i zapisz r·wnanie w postaci iloczynowej. Pamiňtaj o okresowoŜci 

funkcji xy sin= . Zapisz odpowiedŦ w najprostszej postaci. Czy w metodzie graficznej i al-

gebraicznej udağo ci siň otrzymaĺ ten sam zbi·r rozwiŃzaŒ? 

Zadanie 40. 

Najpierw warto skorzystaĺ ze wzoru na sinus podwojonego kŃta. JeŜli po jego zastosowaniu 

wyğŃczysz przed nawias wyraŨenie xcos , to zauwaŨysz z pewnoŜciŃ wyraŨenie, kt·re jest 

wsp·lnym czynnikiem pozwalajŃcym zapisaĺ r·wnanie w postaci iloczynowej. 

Funkcja cosinus przyjmuje wartoŜĺ 1-  tylko jeden raz w okresie. UwzglňdniajŃc okresowoŜĺ 

tej funkcji, otrzymujemy rozwiŃzanie r·wnania  1cos -=x ; sŃ to liczby postaci pp kx 2+= . 

Tylko dla dw·ch cağkowitych wartoŜci k liczby takiej postaci naleŨŃ do przedziağu 

pp,-Íx . Dla kt·rych? 

Funkcja sinus przyjmuje wartoŜĺ 
2

1
-  dwa razy w okresie, w szczeg·lnoŜci dla 

6

p
-  oraz dla  
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ö
÷

õ
æ
ç

å
--

6

p
p . UwzglňdniajŃc okresowoŜĺ tej funkcji, otrzymujemy rozwiŃzanie; sŃ to liczby 

postaci p
p

kx 2
6
+-=  oraz p

p
p kx 2

6
+öö
÷

õ
ææ
ç

å
ö
÷

õ
æ
ç

å
--= . Tylko dwie liczby takiej postaci naleŨŃ 

do przedziağu pp,- . Kt·re? 

Zadanie 41. 

Zapisz warunki, kt·re musi speğniaĺ a2sin , aby r·wnanie ( )( ) 012sin2 =-- xx a  miağo trzy 

rozwiŃzania. Kiedy r·wnanie 02sin2 =- ax  ma dwa r·Ũne rozwiŃzania? Kiedy te rozwiŃza-

nia sŃ r·Ũne od 1?  

Zadanie 42. 

W r·wnaniach i nier·wnoŜciach trygonometrycznych wygodniej jest operowaĺ funkcjami 

tego samego argumentu, zacznij wiňc od wyraŨenia cos 2x za pomocŃ cos x. Otrzymasz nie-

r·wnoŜĺ, w kt·rej niewiadomŃ jest cos x. Dla uğatwienia zapisu moŨesz jŃ oznaczyĺ nowŃ 

literŃ, np. t. RozwiŃŨ tň nier·wnoŜĺ (to nier·wnoŜĺ kwadratowa). OkaŨe siň, Ũe nier·wnoŜĺ 

jest prawdziwa, gdy 1cos
2

1
<<- x . Pozostaje ustaliĺ, dla jakich wartoŜci x ten warunek jest 

speğniony. Warto pamiňtaĺ, Ũe cosinus jest funkcjŃ okresowŃ, kt·ra w pewnych przedziağach 

jest rosnŃca, w innych malejŃca.  

Zadanie 43. 

ZauwaŨ, Ũe podane r·wnanie jest r·wnowaŨne pewnej alternatywie r·wnaŒ. KorzystajŃc 

z tego, jakie wartoŜci przyjmujŃ xcos  i x2sin , ustal, ile rozwiŃzaŒ ma kaŨde z nich dla r·Ũ-

nych wartoŜci a (rozpatrz przypadki: 0<a , 0=a , ( )1,0Ía , 1=a , 1>a ). Pamiňtaj, by przy 

zliczaniu ğŃcznej liczby rozwiŃzaŒ uwzglňdniaĺ to, Ũe mogŃ siň one powtarzaĺ. 

2.3. CiŃgi 

Zadanie 47.  

ZauwaŨ, Ũe nie moŨesz bezpoŜrednio skorzystaĺ z twierdzenia o granicy r·Ũnicy ciŃg·w, gdyŨ 

ciŃgi okreŜlone wzorami 
3

2

3

2
n

n n
a

n

+
=

+
, 

2 7

21
n

n n
b

n

+
=
+

 nie sŃ zbieŨne do granicy skoŒczonej. 

Wystarczy jednak wykonaĺ dziağania na uğamkach i zapisaĺ r·Ũnicň tych ciŃg·w w postaci 

jednego uğamka algebraicznego. Teraz moŨesz zapisaĺ otrzymany uğamek, np. dzielŃc jego 

licznik i mianownik przez najwiňkszŃ potňgň, w jakiej zmienna n wystňpuje w mianowniku 

(wtedy uğamek nie zmienia wartoŜci). MoŨesz teraz wykorzystaĺ twierdzenia o dziağaniach na 

granicach ciŃg·w zbieŨnych do granic skoŒczonych.  
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Zadanie 48. 

ZauwaŨ, Ũe 
3 2

2
lim

1n

n n

n­¤

-
=+¤

+
 i 

2

lim
3n

n

n­¤
=+¤

+
, wiňc nie moŨemy korzystaĺ z twierdzeŒ 

o dziağaniach na granicach ciŃg·w zbieŨnych. W takiej sytuacji naleŨy zapisaĺ wz·r na wyraz 

og·lny ciŃgu w innej postaci. Czy wiesz, w jakiej? JeŨeli nie, to zapisz wyraŨenie 
3 2 2

2 1 3

n n n

n n

-
-

+ +
 w postaci ilorazu dw·ch wielomian·w (sprowadŦ do wsp·lnego mianownika). 

Teraz juŨ moŨesz obliczaĺ granicň. JeŨeli nie wiesz, jak to zrobiĺ, wyğŃcz z licznika 

i z mianownika n w najwyŨszej potňdze, a potem uproŜĺ uğamek. Oblicz granicň, pamiňtajŃc 

o tym, Ũe granicŃ ciŃg·w postaci 
1

n
, 

2

1

n
 itd. jest liczba 0. 

Zadanie 49. 

Aby obliczyĺ sumň szeregu geometrycznego (zbieŨnego), musisz znaĺ jego iloraz. KaŨdy 

z wyraz·w ciŃgu geometrycznego moŨna wyraziĺ za pomocŃ pierwszego wyrazu i ilorazu 

ciŃgu, podobnie jest z sumŃ pierwszych trzech wyraz·w. Uğ·Ũ zatem r·wnanie opisujŃce wa-

runek zadania (suma pierwszych trzech wyraz·w jest r·wna 2
4

7
) za pomocŃ 

1a  oraz ilorazu 

q i oblicz moŨliwe wartoŜci q. Pamiňtaj, Ũe szereg geometryczny o ilorazie q jest zbieŨny (do 

skoŒczonej granicy) wtedy i tylko wtedy, gdy 1|| <q . 

Zadanie 50. 

SzeŜcian o krawňdzi dğugoŜci 
1x  ma przekŃtnŃ r·wnŃ 

13x , zaŜ przekŃtna jego Ŝciany ma 

dğugoŜĺ 
12x. Zapisz dğugoŜci krawňdzi kolejnych szeŜcian·w zgodnie z reguğŃ opisanŃ 

w treŜci zadania. Jaka jest zaleŨnoŜĺ pomiňdzy krawňdziŃ 
1x  a krawňdziŃ 

2x , a jaka miňdzy 

krawňdziami 
2x  i 

3x ? Na pewno udağo ci siň zauwaŨyĺ, Ũe tworzŃ one nieskoŒczony ciŃg 

geometryczny. Podaj pierwszy wyraz i iloraz tego ciŃgu. Twoim zadaniem jest obliczenie 

sumy dğugoŜci krawňdzi wszystkich szeŜcian·w, czyli ...321 +++ xxx  . ZauwaŨ, Ũe suma ta 

jest szeregiem geometrycznym. Oblicz sumň, pamiňtajŃc o sprawdzeniu warunku zbieŨnoŜci 

szeregu geometrycznego. 

2.4. Geometria 

Zadanie 55. 

Rysunek przedstawia okrŃg opisany jednoczeŜnie na dw·ch czworokŃtach. Ile wynosi suma 

miar przeciwlegğych kŃt·w w czworokŃcie wpisanym w okrŃg? Napisz r·wnania wynikajŃce 

z twierdzenia o czworokŃcie wpisanym w okrŃg: aa 18020 =++bb , a180=+ba . Otrzymane 

r·wnania pozwolŃ ci obliczyĺ miary kŃt·w a100=a  i a80=b . Nastňpnie oblicz wartoŜĺ 

wyraŨenia a1202 =-ba . Pomocny w rozwiŃzaniu moŨe byĺ wz·r jj sin)180sin( =-a . Za-

tem 

( )
2

3
60sin60180sin120sin)2sin( ==-==- aaaaba . 
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Zadanie 56. 

W obliczeniach pomocne bňdzie twierdzenie cosinus·w. Aby z niego skorzystaĺ, najpierw 

wyznacz ABCÏcos . ZauwaŨ, Ũe mamy dwie moŨliwoŜci. Dla kaŨdej z nich oblicz dğugoŜĺ 

boku AC oraz dğugoŜĺ R promienia okrňgu opisanego na tr·jkŃcie ABC (moŨesz wykorzystaĺ 

twierdzenia sinus·w). Czy wiesz, jakiego wzoru na pole tr·jkŃta naleŨy uŨyĺ do wyznaczenia 

dğugoŜci r promienia okrňgu wpisanego w tr·jkŃt ABC? W kaŨdym przypadku oblicz stosu-

nek R : r. 

Zadanie 57. 

ZauwaŨ, Ũe w trapezie opisanym na okrňgu sumy dğugoŜci jego przeciwlegğych bok·w sŃ 

r·wne. Tak wiňc, aby obliczyĺ obw·d trapezu, wystarczy wyznaczyĺ dğugoŜĺ jednego z jego 

ramion (wiemy bowiem, Ũe BCAD = ). Wtedy obw·d trapezu bňdzie r·wny AD4 . Mo-

Ũesz obliczyĺ dğugoŜĺ ramienia AD, korzystajŃc z twierdzenia Pitagorasa w tr·jkŃcie prosto-

kŃtnym o przyprostokŃtnych dğugoŜci 91  (Ŝrednica danego okrňgu) i 3 (poğowa r·Ũnicy 

dğugoŜci podstaw trapezu).  

ZnajŃc dğugoŜĺ ramienia trapezu, obliczysz jego obw·d. 

Zadanie 58. 

Rozpocznij rozwiŃzywanie zadania od obserwacji, Ũe pewne kŃty czworokŃta wpisanego 

w okrŃg sŃ ze sobŃ powiŃzane. Przydatne bňdzie oznaczenie pewnego charakterystycznego 

kŃta, np. CDB a= . W zaleŨnoŜci od miary kŃta CDB moŨna zapisaĺ miary kŃt·w: DBC, 

DAC i BAC. 

Jak moŨesz obliczyĺ promieŒ okrňgu opisanego na czworokŃcie? Tak samo, jak promieŒ 

okrňgu opisanego na tr·jkŃcie, kt·rego trzy wierzchoğki sŃ wierzchoğkami danego czworokŃ-

ta. Jakich twierdzeŒ moŨesz uŨyĺ do obliczenia promienia okrňgu opisanego na tr·jkŃcie? 

Jakie wielkoŜci muszŃ byĺ ci znane? 

Przydaĺ siň do tego moŨe twierdzenie sinus·w. Wystarczy np., Ũe poznasz miarň kŃta CBD 

i dğugoŜĺ odcinka CD. Jak to zrobiĺ? Zwr·ĺ uwagň na to, Ũe odcinki DC i DB sŃ r·wne, 

a kŃty DAC i DAB sŃ uzaleŨnione tylko od miary kŃta CDB.  

JeŨeli mamy dwie niewiadome: miarň kŃta CBD i dğugoŜĺ odcinka CD, to moŨesz uğoŨyĺ 

ukğad r·wnaŒ z tymi dwiema niewiadomymi. Jakie to r·wnania? MoŨesz wykorzystaĺ np. 

dwa tr·jkŃty ADB i DAC oraz twierdzenie cosinus·w. 

Zadanie 59. 

KorzystajŃc z tego, Ũe pole tr·jkŃta CFG jest r·wne sumie p·l tr·jkŃt·w ADG i BEF, ustal 

zaleŨnoŜĺ miňdzy odcinkami DE i EB. W tym celu poprowadŦ wysokoŜĺ w tr·jkŃcie CFG 

i uwzglňdnij przy tym zaleŨnoŜĺ miňdzy tr·jkŃtami ADG, BEF i CFG (podobieŒstwo i przy-

stawanie). KorzystajŃc z tr·jkŃta BDG, wyznacz tangens kŃta DBG. UzaleŨnij kŃt ostry, pod 

jakim przecinajŃ siň odcinki DF i BG od kŃta DBG i kŃta, jaki przekŃtna DF kwadratu tworzy 

z podstawŃ DE.  
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Zadanie 60. 

ZauwaŨ, Ũe odcinki OC i OB zawierajŃ siň w dwusiecznych kŃt·w DCB i ABC danego trape-

zu. Dlaczego suma miar tych kŃt·w jest r·wna ¯180 ? W jaki spos·b ta informacja i fakt, Ũe 

odcinki OC i OB sŃ dwusiecznymi odpowiednich kŃt·w, pozwalajŃ ci obliczyĺ miarň kŃta 

BOC?  

Jakie jest poğoŨenie odcinka OP wzglňdem boku BC? JeŜli wiesz, to rozumiesz takŨe, czym 

jest odcinek OP dla tr·jkŃta BOC. Teraz juŨ moŨesz skorzystaĺ z twierdzenia, kt·re kwadrat 

dğugoŜci odcinka OP pozwala wyraŨaĺ poprzez iloczyn dğugoŜci odcink·w, na kt·re podzieliğ 

on bok BC. Jak dğugoŜĺ boku AD ma siň do OP? Teraz przypomnij sobie wğasnoŜĺ czworo-

kŃta opisanego na okrňgu i wyraŦ cağy jego obw·d za pomocŃ p i q. 

Zadanie 61. 

W zadaniu moŨna odszukaĺ kilka par prostych r·wnolegğych. Jak je moŨesz wykorzystaĺ? 

Z jakimi twierdzeniami kojarzŃ siň proste r·wnolegğe? 

OczywiŜcie, chodzi o twierdzenie Talesa, ale moŨesz teŨ dostrzec tr·jkŃty podobne. Wypisz 

pary tr·jkŃt·w podobnych. Kt·re pary naleŨy wybraĺ do rozwiŃzania? JeŨeli nie wiesz, 

sprawdŦ, jakie odcinki wystňpujŃ w tezie zadania. Wykorzystaj pary tr·jkŃt·w, w kt·rych 

wystňpujŃ te odcinki.  

Jakie proporcje miňdzy odcinkami moŨesz uğoŨyĺ, wykorzystujŃc wybrane pary tr·jkŃt·w 

podobnych? 

DoprowadŦ do r·wnania, w kt·rym wystňpujŃ wyğŃcznie odcinki z tezy zadania. Jak wyzna-

czyĺ zwiŃzek miňdzy odcinkami AB i CD? Czy moŨesz przyjŃĺ, Ũe jedna wielkoŜĺ jest 

zmiennŃ, a druga danŃ i w ten spos·b wyznaczyĺ zaleŨnoŜĺ miňdzy nimi?  

Czy wszystkie tak wyliczone zaleŨnoŜci speğniajŃ warunki zadania? Wybierz poprawnŃ. 

Zadanie 62.  

Wygodnie jest przyjŃĺ oznaczenia jak na rysunku.  

 

Zwr·ĺ uwagň na Ăsymetriňò dowodzonej r·wnoŜci. MoŨesz wiňc oczekiwaĺ, Ũe naleŨy wyko-

nywaĺ teŨ takie Ăsymetryczneò kroki w dowodzie. JeŜli np. zastosujesz twierdzenie cosinus·w 

dla kŃta a w tr·jkŃtach ADC i ABC, uzyskujŃc zaleŨnoŜci miňdzy wielkoŜciami m, a, b, c 

i cosa, to zastosuj teŨ to samo twierdzenie dla kŃta b w tr·jkŃtach EBC i ABC. W ten spo-

s·b otrzymasz dwie pary r·wnoŜci. Z jednej r·wnoŜci wyznacz cosa i wstaw to do drugiej 

A B 

C 

D E 1
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r·wnoŜci ð otrzymasz zaleŨnoŜĺ miňdzy wielkoŜciami m, a, b i c, w kt·rej nie wystŃpi juŨ 

cosa. Analogicznie postŃp z drugŃ parŃ r·wnoŜci ð otrzymasz zaleŨnoŜĺ miňdzy wielko-

Ŝciami n, a, b i c, w kt·rej nie wystŃpi cosb. Teraz z otrzymanych r·wnoŜci ĂpozbŃdŦò siň 

wielkoŜci c.  

Zadanie 63. 

Dorysuj na rysunku odcinek BD. Kt·ry kŃt wpisany w okrŃg 
1o  jest r·wny kŃtowi CDB 

(i dlaczego?). Wiesz, Ũe punkty A, B, E sŃ wsp·ğliniowe. Kt·ry zatem kŃt wpisany w okrŃg 
2o  

jest r·wny kŃtowi BAC? KŃty EAC i EFC sŃ oparte na tym samym ğuku EC. Jakie majŃ mia-

ry? Czy oznacza to, Ũe miary kŃt·w EFC i CDB teŨ muszŃ byĺ r·wne? Z zağoŨenia wiadomo, 

Ũe miary kŃt·w CDB i BFE sŃ r·wne. Czy wobec tego miary kŃt·w BFE i EFC sŃ r·wne? Co 

z tego wynika o punktach F, B, C? 

Zadanie 64.  

Wyznacz wsp·ğczynnik kierunkowy prostej danej w zadaniu. Jaki powinien byĺ wsp·ğczyn-

nik kierunkowy prostej przechodzŃcej przez punkty ( )3,1  oraz ( )1,3 - , aby moŨna byğo 

stwierdziĺ, Ũe punkt ( )3,1  speğnia warunki zadania? 

Zadanie 65.  

Narysuj zbiory okreŜlone w treŜci zadania za pomocŃ nier·wnoŜci: koğo i p·ğpğaszczyznň. 

Przyjmij oznaczenia, np. niech S bňdzie Ŝrodkiem okrňgu ( ) ( ) 2511
22
=+++ yx , punkty A i B 

ð punktami wsp·lnymi tego okrňgu i prostej 
7

5
2

7

1
+= xy . Ustal teraz, jakŃ figurŃ jest czňŜĺ 

wsp·lna danego koğa i p·ğpğaszczyzny. Czy wiesz, jak naleŨy obliczyĺ pole figury F? JeŜli 

nie, to zauwaŨ, Ũe moŨesz je wyraziĺ jako r·Ũnicň pola wycinka koğa o promieniu 5=r  i kŃ-

cie ASB oraz pola tr·jkŃta ASB. Wyznacz wsp·ğrzňdne punkt·w A i B przeciňcia okrňgu 

( ) ( ) 2511
22
=+++ yx  i prostej 

7

5
2

7

1
+= xy . Jak moŨesz wykorzystaĺ wsp·ğrzňdne punk-

t·w A i B do obliczenia pola tr·jkŃta ASB? Czy jest to jakiŜ szczeg·lny tr·jkŃt? Teraz juŨ ğa-

two policzysz zar·wno pole tr·jkŃta ASB, jak i pole wycinka ASB (jakŃ czňŜciŃ koğa bňdzie 

otrzymany wycinek?) i ostatecznie pole figury F. 

Zadanie 66. 

KorzystajŃc z podanych r·wnaŒ okrňg·w, wyznacz ich Ŝrodki, promienie oraz r·wnanie pro-

stej, do kt·rej naleŨŃ. Jaka jest odlegğoŜĺ miňdzy Ŝrodkami danych okrňg·w? Jaka jest dğugoŜĺ 

odcinka AB? Czy moŨna obliczyĺ odlegğoŜĺ szukanego Ŝrodka tego odcinka od poczŃtku 

ukğadu wsp·ğrzňdnych? ZauwaŨ, Ũe Ŝrodek odcinka AB leŨy na prostej ğŃczŃcej Ŝrodki okrň-

g·w, zatem jego wsp·ğrzňdne muszŃ speğniaĺ r·wnanie tej prostej. Czy ð wiedzŃc o tym ð 

moŨna juŨ wyznaczyĺ wsp·ğrzňdne Ŝrodka odcinka AB? MoŨe przydağoby siň tu twierdzenie 

Pitagorasa? 

MoŨesz r·wnieŨ ð po wyznaczeniu r·wnania prostej ğŃczŃcej okrňgi ð wyznaczyĺ punkty 

A i B przeciňcia tej prostej z okrňgami. Uwzglňdnij to, Ũe majŃ one leŨeĺ na tej prostej. Na-

stňpnie skorzystaj ze wzoru na wsp·ğrzňdne Ŝrodka odcinka. 
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Zadanie 67. 

ZauwaŨ, Ũe prosta 0=x  nie jest tutaj stycznŃ, wiňc kaŨdŃ z nich moŨna przedstawiĺ w postaci 

kierunkowej (uwzglňdnij przy tym to, Ũe majŃ one przechodziĺ przez poczŃtek ukğadu wsp·ğ-

rzňdnych). ZamieŒ jŃ na postaĺ og·lnŃ i skorzystaj ze wzoru na odlegğoŜĺ punktu od prostej 

ð dla prostych stycznych musi byĺ ona r·wna promieniowi okrňgu. Parametr ten moŨesz 

r·wnieŨ wyznaczyĺ, korzystajŃc z tego, Ũe ukğad r·wnaŒ zğoŨony z r·wnania okrňgu 

i r·wnania prostej musi mieĺ jedno rozwiŃzanie.  

Zadanie 68. 

Odczytaj z r·wnaŒ okrňg·w ich Ŝrodki i promienie. ZauwaŨ, Ũe promieniem drugiego z okrň-

g·w jest liczba mr =2 , dla 0̧m . Zastan·w siň, kiedy dwa okrňgi majŃ jeden punkt wsp·l-

ny, czyli sŃ styczne. Ile jest takich przypadk·w? Jaka jest zaleŨnoŜĺ pomiňdzy odlegğoŜciŃ 

Ŝrodk·w a sumŃ lub wartoŜciŃ bezwzglňdnŃ z r·Ũnicy promieni okrňg·w stycznych? Podpo-

wiem, Ũe okrňgi sŃ styczne zewnňtrznie, gdy odlegğoŜĺ ich Ŝrodk·w jest r·wna sumie dğugoŜci 

promieni tych okrňg·w, natomiast sŃ styczne wewnňtrznie, gdy odlegğoŜĺ ich Ŝrodk·w jest 

r·wna wartoŜci bezwzglňdnej z r·Ũnicy dğugoŜci ich promieni. W poszczeg·lnych przypad-

kach zapisz warunki stycznoŜci i rozwiŃŨ otrzymane w ten spos·b r·wnania. Dla tak obliczo-

nych wartoŜci m napisz r·wnania prostych przechodzŃcych przez Ŝrodki okrňg·w. 

Zadanie 69. 

Przyjmij, Ũe Ŝrodek odcinka AB ma wsp·ğrzňdne ( , )C x y= . Zapisz zwiŃzek pomiňdzy wsp·ğ-

rzňdnymi punktu B oraz punktu C. Wiesz, Ũe punkt B naleŨy do okrňgu o podanym r·wnaniu. 

Wykorzystaj ten fakt i uzasadnij tezň. 

Zadanie 70. 

Najpierw uzasadnij, Ũe promieŒ okrňgu nie moŨe byĺ wiňkszy od przyprostokŃtnej tr·jkŃta. 

Oznacza to, Ũe okrŃg dzieli tr·jkŃt na dwie figury, z kt·rych jedna jest wycinkiem koğa 

o szukanym promieniu i kŃcie ACB (miarň kŃta moŨesz ustaliĺ z wğasnoŜci podanego tr·jkŃ-

ta). Wyznacz pole tr·jkŃta i zapisz wz·r na pole wycinka koğa. Zgodnie z treŜciŃ zadania pole 

wycinka jest r·wne poğowie pola tr·jkŃta. StŃd wyznaczysz promieŒ. Wystarczy juŨ tylko, Ũe 

skorzystasz z r·wnania okrňgu o danym Ŝrodku i promieniu. 

Zadanie 71. 

Narysuj proste KL i LM w ukğadzie wsp·ğrzňdnych. ZauwaŨ, Ũe odcinki KL i KM sŃ przypro-

stokŃtnymi tr·jkŃta KLM.  

MoŨesz zapisaĺ r·wnanie prostej KM w postaci bxy +=
2

3
.  

Zapisz wz·r na pole tego tr·jkŃta. Wiesz, Ũe jego pole jest r·wne 13.  

W jaki spos·b moŨesz zapisaĺ dğugoŜci odcink·w KL i LM? ZauwaŨ, Ũe odcinek KL jest r·w-

ny odlegğoŜci punktu M od prostej KL, a dğugoŜĺ KM jest r·wna odlegğoŜci punktu M od pro-

stej KL. Skorzystaj ze wzoru na odlegğoŜĺ punktu od prostej.  

Jak moŨesz zapisaĺ dğugoŜci danych odcink·w, tak by w zapisie wyraŨeŒ wystňpowağa tylko 

zmienna b? 

Otrzymane wyraŨenia podstaw do wzoru na pole tr·jkŃta. W ten spos·b obliczysz wartoŜĺ b, 

a to pozwoli wyznaczyĺ r·wnanie prostej KM. 
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Zadanie 72. 

Zapisz warunek prostopadğoŜci dla danych prostych w postaci og·lnej i zauwaŨ, Ũe zmiennŃ a 

moŨesz wyğŃczyĺ przed nawias. Otrzymane r·wnanie ma dwa rozwiŃzania. Jakie? SprawdŦ, 

Ũe dla jednego z tych rozwiŃzaŒ odpowiednie proste nie tworzŃ tr·jkŃta (dwa boki byğyby 

w·wczas r·wnolegğe). 

Dla otrzymanego rozwiŃzania (odpowiedniej wartoŜci parametru) zapisz r·wnania obu pro-

stych. Jakie sŃ wsp·ğrzňdne punkt·w wsp·lnych tych prostych i osi Oy? SprawdŦ, Ũe odle-

gğoŜĺ tych punkt·w, kt·ra jest dğugoŜciŃ podstawy odpowiedniego tr·jkŃta, jest r·wna 

4
4 .a

a
+  

Zapisz i rozwiŃŨ ukğad r·wnaŒ tych prostych. SprawdŦ, Ũe jedynym jego rozwiŃzaniem jest 

punkt ( )0,4 .  

ZauwaŨ, Ũe warunki postawione w treŜci zadania prowadzŃ do r·wnania 204
4

4
2

1
=Ö+Ö

a
a . 

Czy fakt, Ũe parametr a przyjmuje, zgodnie z treŜciŃ zadania, tylko wartoŜci dodatnie, pozwa-

la uproŜciĺ zapis r·wnania? Pomn·Ũ obie strony r·wnania przez a i rozwiŃŨ otrzymane r·w-

nanie kwadratowe. 

Zadanie 73. 

ZauwaŨ, Ũe prosta styczna do okrňgu ma z nim dokğadnie jeden punkt wsp·lny. Ustal teraz, 

dla jakich k i l prosta lkxy +=  ma jeden punkt wsp·lny z okrňgiem ( ) ( ) 222
mlykx =-+- . 

Aby wyznaczyĺ ten punkt, moŨesz rozwiŃzaĺ ukğad r·wnaŒ (r·wnanie prostej i r·wnanie 

okrňgu). Po przeksztağceniu otrzymasz r·wnanie kwadratowe z niewiadomŃ x. Posiada ono 

jedno rozwiŃzanie, gdy wyr·Ũnik tr·jmianu jest r·wny zero. Zapisz odpowiednie r·wnanie. 

Po przyr·wnaniu go do zera otrzymasz zaleŨnoŜĺ miňdzy k i l: 

( ) ( )( ) 0142 2222
=-+-- mkkk . 

Przeksztağĺ to r·wnanie do postaci 
2

2

4

1
m

k

k
=

+
.  

Nie rozwiŃzujŃc ukğadu r·wnaŒ, moŨesz zauwaŨyĺ, Ũe prosta i okrŃg majŃ jeden punkt 

wsp·lny, gdy odlegğoŜĺ miňdzy tŃ prostŃ i Ŝrodkiem okrňgu jest r·wna jego promieniowi 

(skorzystaj wtedy ze wzoru na odlegğoŜĺ punktu od prostej).  

Zadanie 74. 

Przekrojem tego graniastosğupa pğaszczyznŃ przechodzŃcŃ przez krawňdŦ podstawy AB 

i punkt K naleŨŃcy do krawňdzi bocznej CF jest tr·jkŃt r·wnoramienny (czy wiesz, dlacze-

go?). WykorzystujŃc dane pole przekroju, oblicz wysokoŜĺ przekroju. WysokoŜĺ ta jest jed-

noczeŜnie przeciwprostokŃtnŃ tr·jkŃta, kt·ry posğuŨy ci do obliczenia dğugoŜci odcinka CK 

(pomocne bňdzie twierdzenie Pitagorasa). Wiadomo, Ũe punkt K dzieli krawňdŦ bocznŃ CF 

w stosunku 2:3. Czy zadanie bňdzie miağo tylko jedno rozwiŃzanie? Wyznacz dğugoŜĺ wyso-

koŜci graniastosğupa i oblicz jego objňtoŜĺ. 
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Zadanie 75.  

Pierwszym krokiem bňdzie okreŜlenie, jakŃ figurŃ jest powstağy przekr·j graniastosğupa.  

ZauwaŨ, Ũe figurň, kt·ra jest przekrojem, moŨesz podzieliĺ na dwa przystajŃce trapezy r·wno-

ramienne.  

W treŜci zadania podano pole przekroju. Spr·buj zapisaĺ pole przekroju za pomocŃ jednej 

niewiadomej, na przykğad wysokoŜci trapezu, i rozwiŃŨ odpowiednie r·wnanie. Obliczysz 

w ten spos·b dğugoŜĺ kr·tszej przekŃtnej graniastosğupa. Twoim zadaniem jest obliczenie 

objňtoŜci graniastosğupa, wiňc potrzebujesz jeszcze wysokoŜci tej bryğy.  

Do wyznaczenia wysokoŜci wykorzystaj wczeŜniej obliczonŃ dğugoŜĺ kr·tszej przekŃtnej gra-

niastosğupa. JeŜli nie wiesz, jak to zrobiĺ, to sp·jrz jeszcze raz na rysunek i znajdŦ tr·jkŃt pro-

stokŃtny, kt·rego bokami sŃ wysokoŜĺ graniastosğupa i jego kr·tsza przekŃtna. Trzecim bo-

kiem tr·jkŃta prostokŃtnego jest kr·tsza przekŃtna podstawy. Oblicz jej dğugoŜĺ i napisz r·w-

nanie wynikajŃce z twierdzenia Pitagorasa dla tego tr·jkŃta. W ten spos·b wyznaczysz wyso-

koŜĺ graniastosğupa. Oblicz jego objňtoŜĺ. 

Uwaga: Nie oczekujemy dowodu, Ũe przekr·j jest sumŃ mnogoŜciowŃ dw·ch trapez·w r·w-

noramiennych. 

Zadanie 76.  

RozwaŨ r·Ũne moŨliwe przekroje tego graniastosğupa pğaszczyznŃ zawierajŃcŃ krawňdŦ AB 

podstawy graniastosğupa. Zaobserwuj, gdzie znajduje siň punkt przeciňcia pğaszczyzny prze-

kroju z prostŃ CF (punkt ten oznacz np. przez N). Spr·buj takŨe ustaliĺ, gdzie leŨy punkt N, 

gdy przekr·j jest trapezem. 

Zaznacz kŃt a, o kt·rym mowa w zadaniu, i zapisz tga w zaleŨnoŜci od dğugoŜci odcinka 

CN i wysokoŜci podstawy graniastosğupa.  

Zadanie 77.  

Zwr·ĺ najpierw uwagň, Ũe krawňdŦ boczna AS jest prostopadğa do pğaszczyzn ABC i DEF, 

wiňc odlegğoŜĺ miňdzy tymi pğaszczyznami jest dğugoŜciŃ odcinka AD. Teraz powinieneŜ po-

wiŃzaĺ pola tr·jkŃt·w ABC i DES z dğugoŜciŃ odcinka AD. MoŨesz na przykğad zauwaŨyĺ, Ũe 

jeden z tych tr·jkŃt·w jest obrazem drugiego w jednokğadnoŜci, kt·rej Ŝrodkiem jest wierz-

choğek S ostrosğupa. Jaka jest skala tej jednokğadnoŜci? Jest niŃ z jednej strony stosunek dğu-

goŜci odcink·w AS i DS, a z drugiej strony tr·jkŃty jednokğadne sŃ r·wnieŨ podobne, wiňc 

skala ich podobieŒstwa to pierwiastek ze stosunku ich p·l. StŃd otrzymasz zaleŨnoŜĺ miňdzy 

dğugoŜciami odcink·w AS i DS oraz danymi polami tr·jkŃt·w ABC i DEF.  

Potrzebujesz jeszcze jednej zaleŨnoŜci wiŃŨŃcej jakieŜ dwie z tych wielkoŜci, np. pole tr·jkŃta 

DEF i dğugoŜĺ odcinka DS. MoŨesz na przykğad wziŃĺ pod uwagň tr·jkŃt DES. ZauwaŨ, Ũe 

jest on poğowŃ tr·jkŃta r·wnobocznego, wiňc ğatwo moŨemy wyznaczyĺ dğugoŜci odcink·w 

DE i SE w zaleŨnoŜci od dğugoŜci odcinka DS.  

Teraz zaobserwuj, Ũe tr·jkŃt EFS jest r·wnoboczny, co oznacza, Ũe odcinek EF ma takŃ samŃ 

dğugoŜĺ jak odcinek SE.  

MoŨesz juŨ teraz wyraziĺ pole tr·jkŃta DEF w zaleŨnoŜci od dğugoŜci odcinka DS. To jest 

wğaŜnie druga z potrzebnych zaleŨnoŜci. Z tych zaleŨnoŜci wyznacz dğugoŜĺ odcinka DS 

w zaleŨnoŜci od p·l tr·jkŃt·w DEF i ABC. 
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Zadanie 78. 

ZauwaŨ, Ũe otrzymany przekr·j EFGH i czworokŃt BCGH sŃ trapezami o takich samych pod-

stawach i r·Ũnych wysokoŜciach (poprowadŦ je np. z wierzchoğka H). Z danych zadania usta-

lisz stosunek tych wysokoŜci. KorzystajŃc z twierdzenia Pitagorasa, wyznacz wysokoŜĺ Ŝcia-

ny bocznej. Nastňpnie poszukaj tr·jkŃt·w prostokŃtnych zawartych w Ŝcianie bocznej, kt·-

rych jednŃ z przyprostokŃtnych bňdzie wysokoŜĺ trapezu BCGH i wysokoŜĺ Ŝciany bocznej. 

Napisz odpowiedniŃ proporcjň wynikajŃcŃ z ich podobieŒstwa. Otrzymasz w ten spos·b za-

leŨnoŜĺ miňdzy kr·tszŃ podstawŃ czworokŃta BCGH a jego wysokoŜciŃ. ZauwaŨ, Ũe kŃt na-

chylenia tej wysokoŜci do pğaszczyzny podstawy ostrosğupa jest taki sam, jak kŃt nachylenia 

Ŝciany bocznej ostrosğupa do podstawy. MoŨesz stŃd wyznaczyĺ cosinus tego kŃta. Zastosuj 

twierdzenie cosinus·w do tr·jkŃta, kt·rego bokami sŃ wysokoŜci obu czworokŃt·w. Uzyskasz 

w ten spos·b zaleŨnoŜĺ miňdzy wysokoŜciŃ trapezu EFGH i jego kr·tszŃ podstawŃ. PoniewaŨ 

znasz juŨ stosunek wysokoŜci czworokŃt·w i ich zaleŨnoŜci tylko od wsp·lnej podstawy, to 

moŨesz jŃ teraz wyliczyĺ i wykorzystaĺ otrzymany wynik do obliczenia wysokoŜci trapezu 

EFGH, a nastňpnie jego pola. 

2.5. Teoria prawdopodobieŒstwa i kombinatoryka 

Zadanie 81. 

ZauwaŨ, Ũe przestrzeŒ zdarzeŒ elementarnych W skğada siň z ciŃg·w czteroelementowych 

o r·Ũnych wyrazach. PoniewaŨ kaŨdy taki ciŃg powstaje przez przestawianie podanych cyfr, 

to liczbň element·w zbioru W moŨesz wyznaczyĺ, korzystajŃc ze wzoru na liczbň permutacji: 

!4=W  

Zdarzeniem przeciwnym do opisanego w zadaniu jest otrzymanie liczby podzielnej przez 4, 

czyli takiej, w kt·rej liczba zğoŨona z dw·ch ostatnich cyfr danej liczby jest podzielna przez 

4. W naszym przypadku chodzi wiňc o liczby: 12, 24, 32. W kaŨdym przypadku pozostağe 

dwie cyfry moŨna ustawiĺ na dwa sposoby. Zatem wszystkich moŨliwoŜci bňdzie 623 =Ö . 

Oznacza to, Ũe wszystkich liczb, kt·re nie sŃ podzielne przez 4, bňdzie 186!4 =-=A . Teraz 

juŨ moŨesz wykorzystaĺ wz·r na prawdopodobieŒstwo klasyczne: 
!4

18
)( =
W
=

A
AP .  

Zadanie 82. 

Zastan·w siň, jakie reszty z dzielenia przez 3 dajŃ kwadraty liczb naturalnych. Skoro suma 

kwadrat·w trzech liczb: x, y, z ma byĺ podzielna przez 3, to jakie tr·jki liczb ze zbioru 

{1,2,3,é,100} naleŨy wziŃĺ (biorŃc pod uwagň reszty z dzielenia przez 3 ich kwadrat·w)? 

Otrzymujesz dwie moŨliwoŜci: wszystkie trzy liczby x, y, z sŃ podzielne przez 3 albo wszyst-

kie trzy liczby x, y, z sŃ niepodzielne przez 3.  

W danym zbiorze {1,2,3,é,100} liczb podzielnych przez 3 jest 33, a liczb niepodzielnych 

przez 3 ð 67.  

Z treŜci zadania wynika, Ũe tworzymy tr·jki (x, y, z). WaŨna jest kolejnoŜĺ liczb i liczby mogŃ 

siň powtarzaĺ. Wobec tego prawidğowa odpowiedŦ to 33 6733 + . 
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Zadanie 83. 

Na ile sposob·w moŨna wybraĺ cyfrň reprezentujŃcŃ setki? Po wyborze takiej cyfry trzeba 

wybraĺ drugŃ cyfrň, r·ŨnŃ od niej. Na ile sposob·w moŨna to zrobiĺ? Na ile sposob·w moŨna 

dopeğniĺ liczbň do liczby trzycyfrowej, speğniajŃc warunki zadania? 

MoŨesz r·wnieŨ ustaliĺ, na ile sposob·w moŨe dwukrotnie wystŃpiĺ dana cyfra w liczbie 

trzycyfrowej (na kt·rych miejscach moŨe siň znaleŦĺ), a nastňpnie ile jest moŨliwoŜci wsta-

wienia cyfry na wolne miejsce. RozwaŨ dwa przypadki: gdy powtarzajŃca siň cyfra wystŃpi 

na miejscu setek i gdy tam jej nie bňdzie. Pamiňtaj o tym, Ũe liczba trzycyfrowa nie moŨe za-

czynaĺ siň od zera. 

Zadanie 84. 

Rozpatrujemy wszystkie czteroelementowe podzbiory zbioru A. Zastan·w siň, ile w zbiorze A 

jest liczb parzystych, a ile nieparzystych. Wyznacz liczbň takich czteroelementowych pod-

zbior·w zbioru A, kt·rych suma jest parzysta. Kiedy suma czterech liczb naturalnych jest 

liczbŃ parzystŃ? Rozpatrz trzy parami rozğŃczne moŨliwoŜci, zapisz ich liczby za pomocŃ 

symbolu Newtona. Oznacz jako x liczbň wszystkich czteroelementowych podzbior·w zbioru 

A, kt·rych suma liczb jest parzysta. Analogicznie postňpuj, wyznaczajŃc y ð liczbň takich 

czteroelementowych podzbior·w zbioru A, kt·rych suma liczb jest nieparzysta. W tym przy-

padku bňdŃ dwie wykluczajŃce siň moŨliwoŜci. Zapisz r·Ũnicň x y- , rozwiŒ symbole 

Newtona i wykaŨ, Ũe tak otrzymane wyraŨenie jest r·wne 
( )1

22

nn n- å õ
=æ ö
ç ÷

. 

Zadanie 85. 

ZauwaŨ, Ũe wystňpujŃ tu dwa zdarzenia, przy czym jedno z nich ma zajŜĺ pod warunkiem, Ũe 

zajdzie drugie. Skorzystaj wiňc ze wzoru na prawdopodobieŒstwo warunkowe. Aby to uczy-

niĺ, musisz wyznaczyĺ prawdopodobieŒstwo czňŜci wsp·lnej obu zdarzeŒ oraz zdarzenia bň-

dŃcego tu warunkiem. Ze wzoru na prawdopodobieŒstwo warunkowe wynika, Ũe wğaŜciwie 

nie musisz dokğadnie wyliczaĺ liczby element·w cağej przestrzeni zdarzeŒ elementarnych, 

natomiast musisz wyznaczyĺ liczbň element·w czňŜci wsp·lnej zdarzeŒ oraz tego, kt·ry jest 

warunkiem. Do wyznaczania tych liczb przyda ci siň wz·r na liczbň kombinacji (wybieramy 

pewnŃ liczbň os·b z danej grupy os·b) oraz to, Ũe dla alternatywy zdarzeŒ rozğŃcznych sumu-

jemy liczby moŨliwoŜci (osoby zostanŃ wybrane z jednej klasy albo z drugiej). 

Zadanie 86. 

DoŜwiadczenie polega na dwukrotnym rzucie szeŜciennŃ kostkŃ do gry. Czy wiesz, ile jest 

wszystkich zdarzeŒ elementarnych? TreŜĺ zadania sugeruje, Ũe bňdziesz obliczaĺ prawdopo-

dobieŒstwo warunkowe. Zapisz oznaczenia zbior·w, np.: A ð suma kwadrat·w wyrzuconych 

liczb przy dzieleniu przez 4 daje resztň 1, B ð wartoŜĺ bezwzglňdna r·Ũnicy wyrzuconych 

liczb bňdzie wiňksza od 2. Twoim zadaniem jest obliczenie ( )|P B A . Zgodnie z definicjŃ  

( )
( | )

( )

B AP B A
P B A

P A A

ÆÆ
= = . 

Zajmij siň mocŃ zbioru A. PomyŜl, dla jakich dw·ch liczb suma ich kwadrat·w przy dzieleniu 

przez 4 daje resztň 1? JeŜli nie wiesz, to zastan·w siň, jakie reszty dajŃ kwadraty liczb cağko-

witych przy dzieleniu przez 4? Jakie bňdŃ reszty dla liczb parzystych, a jakie dla nieparzys-
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tych? Teraz juŨ moŨesz odpowiedzieĺ na pytanie, dla jakich dw·ch liczb suma ich kwadrat·w 

przy dzieleniu przez 4 daje resztň 1. Ile zatem bňdzie zdarzeŒ elementarnych sprzyjajŃcych 

zajŜciu zdarzenia A? Zdarzenie ABÆ polega na tym, Ũe suma kwadrat·w obu liczb przy 

dzieleniu przez 4 daje resztň 1 i wartoŜĺ bezwzglňdna r·Ũnicy wyrzuconych oczek bňdzie 

wiňksza od 2. Teraz wystarczy z element·w zbioru A wybraĺ te, dla kt·rych wartoŜĺ bez-

wzglňdna r·Ũnicy wyrzuconych oczek jest wiňksza od 2. Ile jest takich zdarzeŒ elementar-

nych? Oblicz prawdopodobieŒstwo warunkowe. 

Zadanie 87. 

Wiesz, Ũe 
( )

( | )
( )

P A B
P A B

P B

Æ
=  i masz obliczyĺ 

( )

( )

P A B

P B

¡Æ
.  

Przypomnij sobie, Ũe \ ( )A B B A B¡Æ = Æ  i A B BÆ Ë . StŃd wynika, Ũe 

( ) ( ) ( )P A B P B P A B¡Æ = - Æ. 

Liczniki obu dodatnich uğamk·w sŃ r·wne. Co musisz stwierdziĺ, aby wykazaĺ tezň? 

Zadanie 88. 

Twoim zadaniem jest obliczenie prawdopodobieŒstwa warunkowego 
( )

( | )
( )

P A B
P A B

P B

Æ
= . 

ZauwaŨ, Ũe zdarzenie A BÇ  jest sumŃ trzech parami rozğŃcznych zdarzeŒ: 

( ) ( ) ( )A B A B A B A B¡ ¡Ç = Æ Ç Æ Ç Æ. 

JeŨeli zdarzenia sŃ parami rozğŃczne, to prawdopodobieŒstwo ich sumy jest r·wne sumie 

prawdopodobieŒstw poszczeg·lnych zdarzeŒ. Zapisz prawdopodobieŒstwo sumy zdarzeŒ 

( )P A BÇ  i korzystajŃc z danych, oblicz ( )P A BÆ . Analogicznie obliczysz ( )P B . Oblicz 

( | )P A B . 

2.6. Rachunek r·Ũniczkowy 

Zadanie 92.  

Twoim zadaniem jest obliczenie granicy danej funkcji przy xŸ ïÐ. W tego typu granicach 

o wyniku decydujŃ stopnie i wsp·ğczynniki wielomian·w znajdujŃcych siň w liczniku i mia-

nowniku.  

Wykonaj dziağania w liczniku i mianowniku. WyğŃcz zmiennŃ w najwyŨszej potňdze przed 

nawias, skr·ĺ x w tej samej potňdze i oblicz granicň powstağego wyraŨenia. PoniŨej znajdujŃ 

siň obliczenia: 

( )

( )

44 3 2 2 3

3 3 23

2 3

192 208 80
64(2 1) 2 3 64 192 208 80 32

lim lim lim .
36 18 2826 36 18 28 13( 3) 3 1 26

x x x

x x x x x x x x

x x xx x
x x x

­-¤ ­-¤ ­-¤

- - - -+ - + - - - -
= = =

- + + ++ - - - + + +
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Zadanie 93. 

Podstaw liczbň 2 w miejsce x. Pozwoli to oceniĺ typ granicy, kt·rŃ masz obliczyĺ. Zapewne 

otrzymağeŜ wyraŨenie 
0

0
. Oznacza to, Ũe liczba 2 jest miejscem zerowym licznika i mianow-

nika. Zapisz licznik i mianownik w postaci iloczynowej. Po uproszczeniu przez wsp·lny 

czynnik oblicz granicň. 

Zadanie 94. 

ZauwaŨ, Ũe moŨesz wyğŃczyĺ przed nawias wyraŨenie 2x  jako wsp·lny czynnik w liczniku 

i mianowniku. Po skr·ceniu otrzymasz wyraŨenie, kt·re nie zaleŨy od zmiennej x i jest grani-

cŃ danej funkcji. Zapisz, Ũe granica ta jest r·wna 2. Przeksztağĺ wyraŨenie, co pozwoli ci 

wnioskowaĺ o wartoŜci parametru b. 

Zadanie 95. 

RozwiŃzywanie zadania rozpocznij od obliczenia pochodnej funkcji f : 2( ) 6 6f x x x¡ =- +. 

W jakim przedziale pochodna funkcji f  jest dodatnia?  

Zadanie 96. 

RozwiŃzanie zadania moŨna rozpoczŃĺ od pytania: jakie znasz metody znajdowania ekstre-

m·w funkcji? Kt·re z tych metod moŨesz zastosowaĺ do rozwiŃzania zadania?  

Oblicz pochodnŃ funkcji f. Jaki jest warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji? Co trze-

ba sprawdziĺ, aby w danym punkcie byğo maksimum? 

Zadanie 97. 

Rozpatrujemy ostrosğupy prawidğowe szeŜciokŃtne. WprowadŦ oznaczenia, na przykğad 

przyjmij, Ũe a to dğugoŜĺ krawňdzi podstawy ostrosğupa, x ð kr·tsza przekŃtna podstawy i h 

to wysokoŜĺ ostrosğupa. Suma dğugoŜci kr·tszej przekŃtnej podstawy i wysokoŜci ostrosğupa 

jest r·wna 9, przy czym kr·tsza przekŃtna podstawy ma dğugoŜĺ 3a  (czy wiesz, dlaczego?). 

Wykorzystaj tň informacjň i zapisz zaleŨnoŜĺ miňdzy kr·tszŃ przekŃtnŃ podstawy i wysoko-

ŜciŃ ostrosğupa. Twoim zadaniem jest znalezienie wymiar·w takiego ostrosğupa, kt·ry ma 

najwiňkszŃ objňtoŜĺ, wiňc kolejnym krokiem bňdzie wyraŨenie objňtoŜci V ostrosğupa za po-

mocŃ jednej z przyjňtych zmiennych: a lub h (wygodniej za pomocŃ a). W ten spos·b otrzy-

masz funkcjň objňtoŜci ostrosğupa. Wyznacz jej dziedzinň. 

Nastňpnym etapem rozwiŃzania bňdzie analiza funkcji objňtoŜci ostrosğupa V. Funkcja ta, 

niezaleŨnie od tego, czy wyrazisz jŃ za pomocŃ zmiennej a, czy h, jest wielomianem stopnia 

trzeciego. Oznacza to, Ũe do wyznaczenia jej wartoŜci najwiňkszej musisz wykorzystaĺ ra-

chunek pochodnych. JeŜli nie masz pewnoŜci, co naleŨy zrobiĺ, oblicz pochodnŃ funkcji V, 

miejsca zerowe pochodnej, zbadaĺ znak pochodnej i na tej podstawie okreŜliĺ monotonicz-

noŜĺ funkcji V, wyznaczyĺ argumenty naleŨŃce do dziedziny, dla kt·rych funkcja V posiada 

ekstrema, i uzasadniĺ, Ũe wyznaczone ekstremum jest najwiňkszŃ wartoŜciŃ funkcji V w jej 

dziedzinie. Dla wygody moŨesz analizowaĺ funkcjň w zbiorze liczb rzeczywistych (nazwij jŃ 

wtedy inaczej, na przykğad f) i dopiero potem ograniczyĺ ten zbi·r do dziedziny funkcji V. 

Ostatecznie oblicz wymiary ostrosğupa o najwiňkszej objňtoŜci i tň najwiňkszŃ objňtoŜĺ. 
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Zadanie 98. 

Przyjmij, Ũe 3 2( ) 2 3 5f x x x= - - jest funkcjŃ okreŜlonŃ dla wszystkich liczb rzeczywistych. 

Funkcja f jest wielomianem, kt·ry jest funkcjŃ ciŃgğŃ i r·ŨniczkowalnŃ. ZauwaŨ, Ũe 

(2) 1 0f =- <, (3) 22 0f = >. 

Skorzystaj z twierdzenia, kt·re m·wi, Ũe jeŨeli funkcja f jest ciŃgğa w przedziale domkniňtym 

,a b  i ( ) ( ) 0f a f bÖ <, to w przedziale otwartym ( ),a b  funkcja f ma co najmniej jedno 

miejsce zerowe. Przyjmij, Ũe ( ),a b  to ( )2,3 . Co wynika z podanego twierdzenia dla naszej 

funkcji? 

Jak wykazaĺ, Ũe funkcja f ma w przedziale ( )2,3  dokğadnie jedno miejsce zerowe? 

Zbadaj monotonicznoŜĺ funkcji f w przedziale ( )2,3 . 

Jaki jest zwiŃzek miňdzy monotonicznoŜciŃ funkcji w przedziale a znakiem jej pochodnej 

w tym przedziale? 

Ile dokğadnie miejsc zerowych ma funkcja f w przedziale ( )2,3 ? 

To ile rozwiŃzaŒ ma r·wnanie 3 22 3 5 0x x- - =w tym przedziale? 

Zadanie 99. 

Skorzystaj z wğasnoŜci pochodnej wielomianu: jeŨeli w danym przedziale otwartym pochodna 

jest dodatnia, to funkcja jest w tym przedziale, r·wnieŨ domkniňtym, rosnŃca. Oblicz wiňc 

pochodnŃ podanej funkcji i rozwiŃŨ odpowiedniŃ nier·wnoŜĺ. RozwiŃzaniem bňdzie pewien 

przedziağ, kt·rego jeden z koŒc·w bňdzie zaleŨny od k. Wystarczy teraz, Ũe por·wnasz go 

z przedziağem podanym w zadaniu, by wyznaczyĺ k. 

Zadanie 100. 

ZauwaŨ, Ũe dziedzinŃ podanej funkcji jest cağy zbi·r liczb rzeczywistych, zatem jest ona okre-

Ŝlona w kaŨdym punkcie danego przedziağu. WartoŜci najmniejszej i najwiňkszej musisz wiňc 

poszukaĺ na koŒcach przedziağu oraz w tych punktach jego wnňtrza, dla kt·rych pochodna siň 

zeruje. PochodnŃ podanej funkcji oblicz, korzystajŃc ze wzoru na pochodnŃ ilorazu, i wy-

znacz jej miejsca zerowe. Oblicz wartoŜci funkcji f w miejscach zerowych pochodnej (naleŨŃ-

cych do danego przedziağu) oraz dla koŒc·w przedziağu. Por·wnaj otrzymane liczby i wybierz 

z nich najwiňkszŃ i najmniejszŃ.  
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3. RozwiŃzania 

3.1. Liczby rzeczywiste i wyraŨenia algebraiczne. 
R·wnania i nier·wnoŜci 

Zadanie 3.  

StosujŃc wzory skr·conego mnoŨenia na sumň szeŜcian·w i r·Ũnicň szeŜcian·w, moŨemy 

nier·wnoŜĺ zapisaĺ w postaci r·wnowaŨnej  

( )( )( )
( )( )( )

2 2

2 2

1

3

x y x y x xy y

x y x y x xy y

- + - +
>

+ - + +
, 

2 2

2 2

1

3

x xy y

x xy y

- +
>

+ +
. 

PoniewaŨ ( )
22 2 2 21 1 1

0
2 2 2

x xy y x y x y+ + = + + + >, gdyŨ x y¸-, to mnoŨŃc obie strony nie-

r·wnoŜci przez ( )2 23 x xy y+ + , otrzymujemy nier·wnoŜĺ r·wnowaŨnŃ  

2 2 2 23 3 3x xy y x xy y- + > + +, 

2 22 4 2 0x xy y- + >, 

2 22 0x xy y- + >, 

( )
2

0x y- >. 

Ta nier·wnoŜĺ jest prawdziwa, gdyŨ x y̧, a kwadrat liczby r·Ũnej od zera jest dodatni.  

To koŒczy dow·d. 

Zadanie 4. 

ZauwaŨmy, Ũe pierwiastkami r·wnania sŃ liczby 1,1-  oraz mm,-  (oczywiŜcie 0̧m , 

w przeciwnym bowiem razie mielibyŜmy ciŃg trzywyrazowy).  

Przyjmijmy, Ũe mm <<- 0  (zağoŨenie, Ũe 0>m , nie stanowi Ũadnego ograniczenia w roz-

wiŃzaniu, bowiem liczby mm,-  sŃ wzajemnie przeciwne; naleŨy takŨe zauwaŨyĺ, Ũe jeŜli 

szukanŃ wartoŜciŃ parametru jest liczba m, warunki zadania sŃ speğnione takŨe dla liczby 

m- ). 

MogŃ zachodziĺ dwa przypadki: 

 mm <<-<- 11  (1) 

lub 

 11 <<-<- mm . (2) 

RozwiŃzania te tworzŃ ciŃg arytmetyczny, zatem w szczeg·lnoŜci: 

ð dla (1) mamy )1(11 --=-m , czyli 3=m ; 
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ð dla (2) mamy )(1 mmm --=- , czyli 
3

1
=m . 

Warunki zadania sŃ speğnione dla parametr·w: 3,
3

1
°° . 

Zadanie 5. 

A 

Zadanie 6. 

ZauwaŨmy, Ũe 

2
5 5 5 5

4 2
5 5 55

log 9 log 3 2log 3 log 3
log 9

log 4 2log 2 log 2log 2
= = = = . 

StŃd 

5
3 4 5 3 5 3 5

5

log 3
log 5 log 9 log 2 log 5 log 2 log 5 log 3

log 2
Ö Ö = Ö Ö = Ö. 

KorzystajŃc ze wzoru na zmianň podstawy logarytmu 
1

log
log

a
b

b
a

= , stwierdzamy, Ũe 

3 5log 5 log 3 1Ö =. 

Zadanie 7. 

C 

Zadanie 8. 

Oznaczmy przez x  najmniejszŃ z trzech szukanych liczb cağkowitych. Zapiszemy r·wnanie 

wynikajŃce z treŜci zadania: 

( )( ) ( )1621 2+=++ xxxx . 

Przeksztağcamy r·wnanie r·wnowaŨnie: 

( ) 6623 22 +=++ xxxx , 

6623 223 +=++ xxxx , 

0623 23 =-+- xxx , 

( ) ( ) 03232 =-+- xxx , 

( )( ) 023 2 =+- xx . 

Z tego wynika, Ũe warunki zadania sŃ speğnione dla 3=x . Zatem szukane liczby to 3, 4, 5. 
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Zadanie 9. 

Zapiszmy wielomian 123 +- xx  w postaci: 

))()((123 cxbxaxxx ---=+- . 

i wykonajmy dziağania: 

abcxcabcabxcbaxxx -+++++-=+- )()(12 233 . 

Wielomiany sŃ r·wne, gdy maja r·wne wsp·ğczynniki przy odpowiednich potňgach. Wobec 

tego: 

1,2,0 -=-=++=++ abccabcabcba . 

PoniewaŨ 

( ) )(22222
cabcabcbacba +++++=++ , 

to 

( ) 440)(2
2222 =+=++-++=++ cabcabcbacba . 

Zadanie 10. 

ZauwaŨmy, Ũe r·wnanie ( ) kkxxk --=- 2312  moŨna zapisaĺ w postaci 

( ) kkkx -=+- 1232 . 

Po przeksztağceniu tr·jmianu 232 +-kk  do postaci iloczynowej otrzymujemy 

( )( ) kkkx -=-- 121 . 

ZauwaŨmy, Ũe dla 1̧k  oraz 2̧k  otrzymujemy 

( )( ) kkkk

k
x

-
=

-

-
=

--

-
=

2

1

2

1

21

1
. 

Dla 1=k  mamy: ( )( ) 112111 -=--x , czyli 00=  ð kaŨda liczba jest rozwiŃzaniem, wiňc 

r·wnanie ma nieskoŒczenie wiele rozwiŃzaŒ. 

Dla 2=k  mamy: ( )( ) 212212 -=--x , czyli 10 -=  ð r·wnanie nie ma rozwiŃzaŒ. 

Zatem dla kaŨdej wartoŜci parametru z wyğŃczeniem 2 r·wnanie ma rozwiŃzanie.  

Zadanie 11. 

B 
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Zadanie 12. 

Zağ·Ũmy, Ũe 1²x . W·wczas r·wnanie przyjmuje postaĺ |2||2| -=- xx  i jest speğnione przez 

kaŨdŃ liczbň rzeczywistŃ (wiňkszŃ lub r·wnŃ 1). 

Gdy 1<x , otrzymujemy r·wnanie |2||| -=xx , skŃd mamy 2-=xx  lub xx -=2 . 

W pierwszym przypadku mamy sprzecznoŜĺ, w drugim otrzymujemy rozwiŃzanie 1=x , 

sprzeczne z zağoŨeniem 1<x . 

Tak wiňc |2||1|1|| -=-- xx  wtedy i tylko wtedy, gdy 1²x . 

Uwaga: MoŨesz r·wnieŨ narysowaĺ wykresy funkcji |1|1|| --x  oraz |2| -x  i odczytaĺ 

z nich, gdzie wykresy siň pokrywajŃ.  

Zadanie 13. 

I spos·b 

RozwiŃŨemy nier·wnoŜĺ w kaŨdym z przedziağ·w wyznaczonych na osi liczbowej przez ar-

gumenty, dla kt·rych 2 2 0x- = oraz 0x = . 

PoniewaŨ 022 =-x dla 1=x , wiňc to liczby 0 i 1 wyznaczajŃ podziağ. RozwaŨymy naszŃ 

nier·wnoŜĺ w kaŨdym z przedziağ·w ( )0,¤- , )0,1  oraz )1,+¤. 

¶ RozwaŨmy nier·wnoŜĺ xxx +²-22  dla ( )0,¤-Íx .  

Otrzymujemy w·wczas, Ũe xx -=  oraz )22(22 --=- xx , a nier·wnoŜĺ przyjmuje 

postaĺ )()22( xxx -+²-- . Jej rozwiŃzaniem sŃ liczby speğniajŃce warunek: 1¢x . 

PoniewaŨ rozwaŨamy nier·wnoŜĺ dla ( )0,¤-Íx , to otrzymujemy: ( )0,¤-Íx . 

¶ RozwaŨmy teraz nier·wnoŜĺ na przedziale )1,0 .  

Otrzymujemy w·wczas, Ũe xx =  oraz )22(22 --=- xx  i nier·wnoŜĺ przyjmuje 

postaĺ xxx +²-- )22( . Zatem 
2

1
¢x . PoniewaŨ rozwaŨamy nier·wnoŜĺ dla 

)1,0Íx , to otrzymujemy: 
2

1
,0Íx . 

¶ RozwaŨmy teraz nier·wnoŜĺ na przedziale )¤+,1 .  

Otrzymujemy w·wczas, Ũe xx =  oraz 2222 -=- xx  i nier·wnoŜĺ przyjmuje po-

staĺ xxx +²-22 . Zatem 02²- . Nier·wnoŜĺ ta jest sprzeczna. 

RozwiŃzaniem nier·wnoŜci jest suma rozwiŃzaŒ w przedziağach ( )0,¤-  oraz )1,0 , czyli 

( )
2

1
,00, Ç¤-Íx . Zatem ææ

ç

å
¤-Í

2

1
,x .  
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II spos·b 

Zapiszmy nier·wnoŜĺ w postaci xxx +²-22 . 

Naszkicujmy wykresy funkcji 22)( -= xxf  oraz xxxg +=)( . 

1 2 3

1

2

3

0 x

y

f

g

 

Z rysunku odczytujemy wsp·ğrzňdne punktu wsp·lnego obu wykres·w: ö
÷

õ
æ
ç

å
1,

2

1
 ð moŨemy 

sprawdziĺ, Ũe istotnie dla argumentu r·wnego 
2

1
 wartoŜci obu funkcji sŃ r·wne 1. Zatem 

rozwiŃzaniem nier·wnoŜci sŃ wszystkie liczby ze zbioru ææ
ç

å
¤-

2

1
, . 

Zadanie 14. 

I spos·b 

Wykorzystujemy wğasnoŜci wartoŜci bezwzglňdnej: baba +²+  oraz aa -= : 

77252525 ==-++²-++=-++ xxxxxx . 

Zatem wykazaliŜmy, Ũe nier·wnoŜĺ 725 ²-++ xx  jest prawdziwa dla kaŨdej liczby rze-

czywistej. 

II spos·b 

Rozpatrujemy nier·wnoŜĺ w trzech nastňpujŃcych przedziağach: 

¶ 5,( --¤Íx  

725 ²+--- xx  

5-¢x  

UwzglňdniajŃc zağoŨenie, wnioskujemy, Ũe kaŨda liczba rzeczywista z przedziağu 

5,( --¤  speğnia nier·wnoŜĺ 725 ²-++ xx . 

¶ ( )2,5-Íx  

725 ²+-+ xx  

77²  
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UwzglňdniajŃc zağoŨenie, wnioskujemy, Ũe kaŨda liczba rzeczywista z przedziağu 

( )2,5-  speğnia nier·wnoŜĺ 725 ²-++ xx . 

¶ ),2 ¤+Íx  

725 ²-++ xx  

2²x  

UwzglňdniajŃc zağoŨenie, wnioskujemy, Ũe kaŨda liczba rzeczywista z przedziağu 

),2 ¤+  speğnia nier·wnoŜĺ 725 ²-++ xx . 

Nier·wnoŜĺ 725 ²-++ xx  jest prawdziwa w kaŨdym z trzech rozpatrywanych przedzia-

ğ·w, zatem wykazaliŜmy jej prawdziwoŜĺ dla kaŨdej liczby rzeczywistej. 

Zadanie 15. 

B 

Zadanie 16. 

B 

Zadanie 17. 

C 

Zadanie 18. 

Dla 0=m  r·wnanie przyjmuje postaĺ: 01=- , czyli nie ma rozwiŃzaŒ. 

Dla 0̧m  r·wnanie jest kwadratowe i moŨemy je zapisaĺ w postaci: ( )122 =-+xxm , czyli 

m
xx

1
22 =-+ . 

Narysujmy wykres funkcji 2)( 2 -+= xxxf  dla 2,2-Íx . 

 
























































































































































